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Vorwort 



Es ist jetzt über ein Jahr her^ daß der Gedanke, die 
Elemente der sogenannten „höheren" Analysis dem Mittel- 
schulunterrichte einzuverleiben, die mathematischen und pädar 
gogischen Gemüter in Erregung brachte. Der Gedanke selbst 
ist freilich viel älter. Die Geschichte dieser Bewegung dürfte 
in Fachkreisen allgemein bekannt sein, wurde sie -ja sogar in 
Laienkreise — in allerdings mehr oder minder entstellter 
Weise — hineingetragen. Selbst ein eifriger Vorkämpfer für 
die Sache kommt es mir nicht zu, eine „objektive" Würdigung 
von Gründen und Gegengründen hier zu geben. Übrigens ist 
das an verschiedenen Stellen sattsam geschehen. Nur einem, 
wie mich dünkt, schwerwiegend scheinenden Einwurf möchte 
ich begegnen. Es wird behauptet, daß durch die stets wieder- 
kehrende „elementare" Behandlung der verschiedenen Probleme 
der Differentiation und Quadratur dem Schüler immer aufs 
neue der Grundgedanke der Infinitesimal -Analysis in ent- 
sprechendster Weise vorgeführt werde. Zu dieser Ansicht 
kann ich mich nicht bekehren; denn wer die einzelnen schul- 
gerecht gemachten Ableitungen durchgeht, muß sich gestehen, 
daß die berüchtigten Kunstgriffe und -kniffe, trotz der Stellung, 
die man besonders im physikalischen Unterrichte dagegen ge- 
nommen, hier Blüten und Früchte treiben. Ja, der Lehrer 
selbst benötigt ziemlich Zeit und Scharfsinn, bis ihm diese 
Ableitungen geläufig geworden sind. Und ^ies halte ich für 
die gewichtigste Entgegnung. Im mathematischen Unterrichte 
muß doch der Lehrende die Beweise selbst frei herausschaffen 
können; ein entfallenes Detail darf doch zu keiner Verwirrung 
führen. 



IV Vorwort. 

Im vorliegenden Büchlein wage ich nun den Versuch, 
einen Entwurf auszuarbeiten, wie diese Elemente im Mittel- 
schulunterrichte behandelt werden könnten. Es richtet sich 
also in erster Linie an Lehrer und Schüler höherer Lehr- 
anstalten. In zweiter Linie dürfte es vielleicht auch manchem 
jüngeren Studierenden der Hochschule Dienste leisten können. 
Ich muß indes bemerken, daß ich mir keineswegs eine Durch- 
nahme der einzelnen Abschnitte des Buches nacheinander denke. 
Was hier auf wenigen Seiten zusammengedrängt ist, muß im 
Unterrichte während Jahre verdaut werden. So hätte die vor- 
ausgeschickte Behandlung der häufigsten Kurven bzw. Funk- 
tionen auf der Mittelstufe Platz zu finden. In den öster- 
reichischen Realschulen würde dies der dritten und vierten, 
sowie auch noch der fünften Hasse entsprechen. Um dem 
physikalischen Unterrichte, vor allem dem in der Mechanik, 
dienlich zu sein, wäre dann der Differentialquotient und das 
bestimmte Integral vorzunehmen. In die letzte Zeit des mathe- 
matischen Unterrichts fiele die Untersuchung der Kurven. 
Der logarithmischen Funktion wurde ein eigener Abschnitt 
gewidmet, da hier besonders die Ansichten auseinandergehen, 
ob deren Behandlung noch zulässig sei oder nicht. Ich glaube, 
daß in der hier gegebenen Form sich wenig dagegen ein- 
wenden läßt. Es wurde hierbei ein Eingehen auf die Theorie 
der Reihen, wie überhaupt in der ganzen Arbeit vermieden; 
denn so sehr sich der Mathematiker von diesem Kapitel an- 
gezogen und befriedigt fühlt, dem Mittelschüler, wie auch dem 
nicht Mathematik als Fachstudium treibenden Hochschüler 
erzeugt es gewöhnlich öde Langweile. Auch das Wort „un- 
endlich klein" wurde nicht gebraucht, obwohl der Begriff 
herangezogen ist. Denn während dieser Begriff nichts Schwie- 
riges an sich hat, so ist es Tatsache, daß das Wort dem 
Schüler entweder jede Vorstellung ertötet oder eine ganz falsche 
hervorruft. Was den Umfang betrifft, so glaube ich nicht 
jene Grenzen überschritten zu haben, die durch ein gründliches 
Kauen und Verdauen des Stoffes gesteckt sind. Freilich kann 
darüber erst die Erfahrung belehren. Das aber halte ich schon 
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jetzt für sicher, daß die hier behandelten Probleme dem Ver- 
ständnisse viel besser zugänglich sind, als etwa die Behand- 
lung der irrationalen und der imaginären Zahlen. 

Als Quelle diente mir alles, was ich je Gelegenheit gehabt 
habe, über diesen Gegenstand zu hören und vor allem zu 
lesen. Ich muß mich daher begnügen, jene Werke dank- 
schuldigst aufzuzählen, die mir besonders Dienste bei der Ab- 
fassung geleistet haben. Natürlich waren diese in vielen Fällen 
nicht unmittelbare, sondern es war vor allem die gewonnene 
Anregung das Unschätzbare. Es sind dies: 

Klein, Anwendung der Diflferential- und Integralrechnung 
auf Geometrie (Leipzig, 1902); 

Perry, Höhere Analysis für Ingenieure (Leipzig, 1902); 

J. Tannery, Notions de Mathematiques*) (Paris, 1903). 
Hervorheben möchte ich noch Dölp-Netto, Aufgaben zur Diffe- 
rential- und Integralrechnung (Gießen, 1898; 7. Aufl.) und die 
verschiedenen Jahrgänge der Jahresberichte der Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung. 

Erwähnt sei femer, daß sämtliche Figuren im gleichen 
Maßstabe gezeichnet sind. 

Es ist gewagt, mit einer Schrift vor die Öffentlichkeit 
zu treten, die noch nicht als Schulbuch gelten darf und als 
mathematisches Lehrbuch im eigentlichen Sinne des Wortes 
nicht gelten kann. Doch ich verspreche mir von der oben 
skizzierten Bewegung viel für den Portschritt des mathe- 
matischen Unterrichts: vor allem, daß sie auch den letzten 
Rest etwa noch eingenisteten alten Schulstaubes hinauskehre 
und dadurch das Vorurteil völlig beseitigen helfe, die Mathe- 
matik in der Sehule sei ebenso zum großen Teile fade, wie 
zum kleinen anwendbar — ein Vorurteil, das gemeiniglich 
nicht nur in Schülerköpfen nistet. 

Proßnitz, im August 1905. 

Ludwig Tesar. 



*) Deutsche Ausgabe bei B. G. Teubner in Leipzig in Vorbereitung. 
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I. über die graphische Darstellung yon Funktionen. 

§ 1. Unabh&ngige und abhangige Variable. Funk- 
tion. Eine Gleicliuiig ersten Grades, wie 

2ä; + 3 = 0, (a) 

liefert für die Unbekannte x einen aber auch nur einen be- 
stimmten Wert; in unserem Falle a?== — f. Setzen wir für 
X in (a) einen größeren Wert, etwa x = 2, ein, so nimmt das 
„Gleichungs-Polynom", welches hier speziell ein „Gleichungs- 
Binom^^ ist, den Wert 7 an; sein Wert wird größer als Null. 
Setzen wir einen kleineren Wert ein, z. B. a; = — 2, so er- 
halten wir -— 1 als Einsetzungsresultat, also einen Wert, der 
kleiner als Null ist. In der großen Mehrzahl der gewöhnlich 
zu behandelnden Fälle ist es nun gerade diese Änderung des 
Wertes des Gleichungs- Polynoms durch die Änderung des 
Wertes von x, mit einem Worte ist es seine „Variation", 
welche unser Interesse erweckt. Wir bezeichnen die linke Seite 
von (a), die verschiedene, von x abhängige Werte annehmen 
kann, mit einem einzigen Buchstaben y}) Wir schreiben also 

y-2a; + 3. (b) 

Aus dem Gesagten geht hervror, daß zwischen den „Fa- 
ridblenf' oder „Veränderlichen^ x und y ein gesetzmäßiger Zu- 
sammenhang oder ein „funktionaler^^ Zusammenhang besteht. 
Wir nennen y eine Funktion von a?; d. h. für einen bestimmten 
Wert von Xy der „unabhängigen Variahlen^^ oder der .^unah- 



1) Gewöhnlich werden die letzten Buchstaben des Alphabets, d. i. 
^f Vf ^f t, u , . . zur Bezeichnung veränderlicher Größen benutzt. 

Tesat, Differential- u. Integralrechnung. 1 
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hängigen Veränderlichen^^ folgt im aUgemeinen ein bestimmter 
Wert für y, die ,/xbhängige Va/riahlef^ oder die jflbhängige Ver- 
änderlich^^, Übrigens steht gar nichts im Wege, die Rolle 
beider Variablen zu vertauschen und zu schreiben 

^ y ^ 

Alsdann tritt y als unabhängige, x als abhängige Variable auf. 
Allerdings ist die erste Verwendung der Buchstaben gebräuch- 
licher; doch darf ein solches Kleben am Buchstaben nicht 
dahin führen, daß man beim Auftreten und bei der Anwendung 
anderer Zeichen die Sicherheit des Rechnens mehr oder minder 
einbüßt. Jener funktionale Zusammenhang ist natürlich nicht 
auf den in Rede stehenden speziellen Fall, auch nicht auf Bi- 
nome des ersten Grades beschränkt. Es kann z. B. gegeben sein 

oder 

y = 3a;^ - 1 
oder 

y «= 4 cos X 

oder 

a 

oder 



y = y 6 — x^ y usw. 

Die zwei letzten Beispiele sind in mehrfacher Hinsicht 
merkwürdig und wichtig. Erstens bedeuten darin die Buch- 
staben a und 6 im Gegensatz zu den Variablen x und y kon- 
stante Größen oder durchweg Konstante}) Zweitens erkennen 
wir, daß nur in einem bestimmten Intervall der unabhängigen 
Veränderlichen x y eine wohl definierte Funktion sein wird. 
Wird im vorletzten Fall x immer kleiner, um schließlich mit 
der Null zusammenzufallen, so wächst y über jede Grenze 

hinaus und ist für den Fall — eigentlich nicht definiert. Denn 

wir können uns — ohne zu Grenzbetrachtungen überzugehen 



1) Zu ihrer Bezeichnung verwendet man häufig die ersten Buch- 
staben des Alphabets. 



§ 1. unabhängige und abhängige Variable. Funktion. 3 

(vgl. später) — die Division durch Null nicht vorstellen. Im 
letzten Falle endlich ist einleuchtend^ daß^ soll y einen für uns 
vorstellbaren Wert haben und auf solche wollen wir uns im 
allgemeinen beschränken, h wesentlich positiv und gleichzeitig 
größer als x^ sein muß. Im entgegengesetzten Falle wäre y 
die Wurzel aus einer negativen Zahl^ was keinen Sinn besitzt 
und bekanntermaßen zur Hilfsvorstellung der imaginären Zahlen 
geführt hat. Daraus folgt, daß in solchen Fällen y nur für 
ein bestimmtes Intervall eine wohl definierte Funktion der un- 
abhängigen Variablen x sein kann. Femer ist der letzte Fall, 
vorausgesetzt wir fassen die Wurzel als zweideutig auf, ein 
Beispiel dafür, daß für einen Wert der unabhängigen Ver- 
änderlichen X die abhängige Veränderliche mehrere (hier zwei) 
Werte anzunehmen imstande ist. Derartige Einschränkungen 
dürfen uns nicht abschrecken und in uns keine Befürchtungen 
vor nicht oder schwer zu überwältigenden Schwierigkeiten her- 
vorrufen. Ohne daß wir uns hier in entsprechende Theorien 
zu vertiefen brauchen, wird es uns gelingen, jeden speziellen 
Fall zu behandeln, wenn wir ihm die gehörige Aufmerksamkeit 
widmen, und wenn wir stets die gestellten Bedingungen in gründ- 
licher Weise diskutieren. 

Wir fassen zusammen: der Ausdruck „y ist eine Funktion 
von af^ bedeutet, daß sich (unter den gegebenen Einschrän- 
kungen) für jedes x ein Wert von y bestimmen läßt, oder daß 
eine Gleichung (ein Zusammenhang) zwischen x und y exi- 
stiert, welche natürlich außer diesen beiden Größen noch andere 
Buchstaben und Zahlen umfassen kann. Um diesen Zusammen- 
hang zwischen x und y bequem auszudrücken, bedienen wir 
uns gewisser Symbole. Wir schreiben 

y =- f{^), 

in Worten: zwischen x und y kann eine Gleichung aufgestellt 
werden. Dabei brauchen wir nicht immer, wie in den be- 
handelten Fällen, diese Gleichung genau zu kennen. Wenn 
wir z. B. eiaen Boten entsenden, so wird der von ihm zurück- 
gelegte Weg eine Funktion der Zeit sein, welche seit seinem 
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Abgange verflossen ist. Drücken wir ein Gas zusammen, so 
ist das Volumen desselben eine Funktion des aufgewendeten 
Druckes. Durchläuft ein elektrischer Strom eine Leitung, so 
wird seine Starke eine Funktion der PotentialdifFerenz oder 
elektromotorischen Kraft an den Leiterenden sein u. ä. m. In 
allen diesen Fällen brauchen wir das Gesetz der wechselseitigen 
Beziehung der Größen nicht zu kennen, trotzdem können und 
werden wir mathematische Symbole verwenden. Nur setzt 
man in derartigen Fällen statt der Buchstaben x und y bei- 
spielsweise: s (Weg) und t (Zeit), v (Volumen) und p (Druck), 
i (Stromstärke) und e (elektromotorische Kraft) usw., so daß 
geschrieben werden kann: 

s = f(f)y ^-f(p), i-f{e), usw. 
Es besteht nun meist die Aufgabe eben darin, den noch un- 
bekannten funktionalen Zusammenhang algebraisch festzulegen. 
Dies könnte in den herangezogenen Fällen etwa durch die 
gleichförmige Bewegung, das Boyle-Mariottesche Gesetz, das 
Ohmsche Gesetz usw. geschehen. 

Statt des Buchstabens f verwendet man in dem den ge- 
setzmäßigen Zusammenhang ausdrückenden Symbole auch andere 
Buchstaben wie 

y-F{x), y = g{x), y = ^(:r), y--%(x), usw. 

Man schreibt auch manchmal 

f{xy)^0, F{xy) = (), x(xy) = 0, usw., 

besonders wenn die Wahl der unabhängigen Variablen noch 
freigestellt ist. 

§ 2. Sohaubild. Koordinatensystem. Haben wir nun 
irgend eine Funktion gegeben, so können wir deren Varia- 
tion mit X in einer Tabelle festhalten, in welche wir einer- 
seits die verschiedenen Werte von x notieren, das wir als die 
unabhängige Veränderliche stets um das gleiche Stück ändern 
können und werden, und andererseits die dazugehörigen Werte 
von y hinschreiben. Doch ließe sich ein solches Verfahren, 
welches z. B. in den trigonometrischen Tafeln durchgeführt ist, 
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nicht zu weit treiben. Je weiter wir in der Verkleinerung 
der „Zuwüchse'^ der unabhängigen Variablen gingen, desto un- 
handlicher würde eine solche Tafel werden und desto schwie- 
riger wären die Variationen zu überblicken. Dies ist ein 
Hauptgrund für die graphische Versinnbildlichung der zu- 
sammengehörigen Werte von x und y im „Schauhild". 
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o 
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Fig. 1. 

Erinnern wir uns daran, daß die positiven und negativen 
Zahlen auf einer unbegrenzten Geraden versinnbildlicht werden 
können. Wir gehen von einem als Nullpunkt gewählten Punkte 
aus und wählen einen bestimmten in Fig. 1 z. B. nach rechts 
zeigenden Richtungssinn als positiv. Punkte, die sich rechts 
von befinden, stellen demnach positive, Punkte, die sich 
links davon befinden, negative Zahlen dar. 

Da wir aber in 
einer Figur iswei Ver- 
änderliche, nämlich x 
und y, zu versinnbild- 
lichen haben, so ist die 
Wahl einer zweiten Ge- 
raden notwendig. Es 
hat sich als praktisch 
erwiesen, für gewöhn- 
lich ein sogenanntes 
rechtwinkliges Achsen- 
kreuz zu verwenden, das 
sind zwei sich im Punkte 
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Fig. 2. 



normal schneidende Gerade oder Achsen. (Kartesisches Achsen- 
oder Koordinatensystem, Fig. 2). Wir bezeichnen die eine Gerade 
oder Achse als die ic- Achse, die zweite als die y- Achse. Weiter 
müssen wir aber zu der sehr wichtigen Wahl einer Einheit 
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schreiten. Es ist im allgemeinen offenbar möglich^ für beide 
Achsen getrennte Einheiten zu wählen. Doch wird dieser 
Fall, wo es angeht, der Einfachheit und Übersichtlichkeit 
halber vermieden. Würden etwa die Werte von y oder x im 
Vergleiche zu denen der anderen Variablen zu groß sein, dann 
wäre die Notwendigkeit für die Verwendung verschiedener 
Einheiten gegeben. (Gebirgs- und Meeresquerschnitte.) Ein- 
mal gewählte Einheiten dürfen natürlich im Verlaufe einer 
Aufgabe nicht ohne weiteres geändert werden. 

Wie ist nun ein Wertepaar, z. B. a; = + 2, y = + 3, dar- 
zustellen? Wir weisen diesem Wertepaar einen Punkt P der- 
art zu, daß wir auf der a;- Achse 2, auf der «/-Achse 3 Ein- 
heiten auftragen und durch die Endpunkte Parallele zu den 
Achsen ziehen. Ihr Schnittpunkt ist das „Bild'^ des Werte- 
paares. Die durch die Strecken BP = OQ bzw. QP=OB 
dargestellten Zahlen 2 und 3 und gewöhnlich auch diese 
Strecken selbst nennt man die Koordinaten des Punktes P, 
und zwar die erste die a;-Koordinate oder Abszisse, die zweite 
die y-Koordinate oder Ordinate. Deshalb wird die a;-Achse 
auch die Abszissenachse, die y-Achse auch die Ordinatenachse 
genannt. Man übersehe nicht, daß die Strecken OQ = BP, 
bzw. OB = QP gerichtete Strecken, d. h. „Vektoren", sind. 
Denn je nach dem Zeichen, welches sie, also die Koordinaten, 
besitzen, sind sie verschieden anzumerken. Und zwar wollen 
wir positive Abszissen auf der a;-Achse von nach rechts, 
negative im entgegengesetzten Sinne, positive Ordinaten auf 
der y- Achse nach oben, negative im entgegengesetzten Sinne 
auftragen. 

Wir erkennen, daß jedem Wertepaar (a;, y) ein und nur 
ein Punkt der durch die Achsen bestimmten „Koordinaten"- 
oder „(x, y)-Ebene'' entspricht. Umgekehrt gehört zu jedem 
Punkte der Ebene ein bestimmtes Wertepaar. Um dasselbe 
zu finden, brauchen wir durch den Punkt bloß Parallele zu 
den Achsen zu ziehen. Sie schneiden auf letzteren durch die 
gewählten Einheiten zu messende Koordinaten ab, die dem ge- 
suchten Wertepaare entsprechen. Diese Koordinaten ergeben 
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sich übrigens aucli als die Abstände des Punktes von den 
Achsen. 

In der Schreibweise wird die Übereinstimmung zwischen 
Punkt und Wertepaar gewöhnlich so festgelegt: 

a; = + 2 oder 2 

y = + 3 oder 3 



P 



( 



oder einfacher 



gbzw. P(2,3) 



und endlich, wenn man den Punkt, um die Häufung von Buch- 
staben zu vermeiden, nicht bezeichnen will: Punkt (2, 3). Man 
beachte, daß die Abszisse stets zuerst angesetzt und das po- 
sitive Zeichen meistenteils unterdrückt wird. 

Obwohl die Abszisse gemeiniglich mit x und die Ordinate 
mit y bezeichnet wird, so ist oft die Anhängung von Indizes 
wie in oJq, j/q; äj^, y^ ... oder dergleichen Hilfsmittel nötig, 
um mehrere Punkte (oder Wert^aare) unterscheiden zu können. 
Endlich wird auch häufig | statt x und ri statt y geschrieben. 

Es drängt sich für derartige Aufgaben die Verwendung 
von entsprechend rastriertem Papier ohne weiteres auf. So 
bequem zum genaueren Arbeiten sogenanntes Millimeter-Papier 
auch sein mag, so wird es im allgemeinen zum Vorteil der 
leichteren Überblickbarkeit, zur Ersparnis von Kosten und zur 
Schonung der Augen genügen, größer quadrilliertes Papier zu 
verwenden; etwa solches, dessen Linien einen Abstand von ca. 
Y2 cm besitzen. 

§ 3. Empirische Kurven. Behufs besserer Veranschau- 
lichung des bislang Vorgetragenen sei hier dessen Anwendung 
auf einige „empirische Kurven" eingeschaltet. Wir betrachten 
z. B. mittels eines Fensterthermometers die Lufttemperatur an 
einem Januartage stündlich in der Zeit von 1^ morgens bis 
5^ abends. Wählen wir als den Anfangspunkt der Zeitzählung 
oder kurz als Zeitbeginn Mittag, so werden wir naturgemäß 
die Stunden vor Mittag mit dem negativen, die nach Mittag 
mit dem positiven Zeichen versehen. Ebenso werden wir 
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Wärmegrade als positiv, Kältegrade als negativ bezeichnen. 
Die zusammengehörigen Wertepaare tragen wir in ein Koordi- 
natenkreuz derart ein^ daß die Stunden als Abszissen^ die Grade 
als Ordinaten auftreten. Die Wertepaare ergeben sich aus der 
folgenden Tabelle: 



7h 


-3,4» 




1" 


2,4» 


8'' 


3» 




2" 


3,2» 


QJ» 


-2» 




S"" 


3,4» 


lO»« 


0,8» 




4h 


2,6« 


11'' 


0,2« 




S^ 


1,6» 


12" 


1,4» 


1 








Fig. 3. 



Wir erhalten elf getrennte Punkte. Es ist naheliegend 
diese Punkte behufs besserer Uberblickbarkeit des Temperatur- 
verlaufes durch einen Linienzug zu verbinden. Dieser Linien- 
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zug kann freilich nur ein gebrochener sein. Doch halten wir 
uns vor Augen, daß, wenn die Beobachtungen alle halbe Stunden^ 
alle viertel Stunden usw. erfolgten, diese gebrochene Linie 
sich immer mehr einer Kurve nähert. Wir werden daher besser 
tun, die Punkte durch eine gebogene Linie, eine Kurve (ohne 
sprungweise Richtungsänderung), zu verbinden, welch letztere 
sich natürlich von der gebrochenen Linie nicht zu weit ent- 
fernen darf. Aus dieser Kurve können wir dann auch an- 
nähernd die Temperatur für Zeitpunkte entnehmen, in welchen 
die Beobachtung ausgesetzt wurde. Man nennt dies ein Zwischen- 
schalten oder Literpolieren von Wertepaaren. Der bei der 
Zwischenschaltung oder Literpolation begangene Fehler wird 
offenbar um so kleiner, je kleiner die Beobachtungsintervalle 
sind. Er ist am kleinsten, d. h. Null, wenn wir jeden Augen- 
blick beobachten würden. Dies geschieht tatsächlich bei den 
selbstregistrierenden Instrumenten, z. B. beim Thermographen. 
Aus der oben verzeichneten Temperaturkurve können wir leicht 
die größten und kleinsten Werte der Temperatur, deren Varia- 
tion mit der Zeit, die Zeit und den Grad ihres raschen .An- 
steigens u. ä. m. entnehmen. Wir ersehen ferner, daß (in dem 
betrachteten Temperaturintervall) jedem Augenblick eine be- 
stimmte Temperatur entspricht, welche sich von Augenblick 
zu Augenblick nicht sprungweise ändern wird. Der durch die 
Kurve versinnbildlichte funktionale Zusammenhang zwischen 
der Temperatur und der Zeit ist demnach ein unzerrissener ^ 
ein stetiger oder ein kontinuierlicher. Die Temperatur ist eine 
stetige oder kontinuierliche Funktion der Zeit. 

Ein derartiges Schaubild, das den Zusammenhang zwischen 
zwei durch Beobachtung gegebene Reihen von Werten ver- 
sinnbildlicht, wird gewöhnlich eine empirische Kurve genannt. 
Diese Definition wird übrigens manchmal weiter, manchmal 
enger gezogen. 

« Solche empirische Kurven gibt es in Unzahl. Der Leser 
möge sich selbst einige auf quadrilliertem Papier auf Grund 
eigener Beobachtungen oder statistischer Tabellen oder Zeitungs- 
berichte 0. ä. zusammenstellen. Er möge sie ferner nach ihren 
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kleinsten und größten Werten, nach dem Grad ihres Ansteigens 
in gewissen Momenten usw. diskutieren. Ich erinnere nur an 
die Änderung des Luftdruckes und der Luftfeuchtigkeit mit 
der Zeit, an die Wärmeausstrahlung oder Wärmeaufnahme einer 
am entsprechenden Orte aufgestellten wärmeren oder kälteren 
Flüssigkeit, an die Darstellung der täglichen Geburts- und 
Sterbefälle, an deren Variation im Falle einer Epidemie oder 
eines Krieges, an die tägliche Gewichtsänderung beim Säug- 
ling, an die in den medizinischen Tagesjournalen täglich ge- 
wöhnlich zweimal notierte Temperatur eines Kranken u. ä. m. 
Übrigens braucht nicht immer die Zeit als die unabhängige 
Veränderliche aufzutreten, wenn dies auch bei natürlichen 
Problemen häufig der Fall sein wird. In Zeiten der Hoch- 
wassergefahr lassen sich beispielsweise für einen Ort die Wasser- 
stände als Funktion der Zeit betrachten, aber für einen be- 
stimmten Augenblick kann der Hochwasserstand längs des 
ganzen gefährdeten Stromgebiets als Funktion einer Länge an- 
gesehen werden. Weiter unten werden ähnliche Beispiele, wie 
funktionale Beziehungen zwischen Druck und Volumen eines 
Gases, Ausdehnung eines Stabes und wirkender Zugkraft u. a. 
folgen. 

§ 4. Gerade. Kehren wir zur Ausgangsfunktion zurück. 
Sie lautete y = 2x + d. (b) 

Wir fragen, welches ist das Bild, das eine kontinuierliche 
Reihe von Wertepaaren liefert, die dieser Funktion entsprechen, 
oder kürzer, welches ist das Schaubild der Funktion y = 2x + 3? 
Um diese Frage beantworten zu können, wollen wir zu- 
erst die Funktion y = 2x graphisch darstellen. Zu diesem 
Zwecke bestimmen wir uns eine Reihe von Wertepaaren. Für 
X = wird y = Oj d. h. der die Funktion darstellende Ort geht 
durch den Ursprung. Für ein zunehmendes x nimmt y auch 
zu, für ein abnehmendes x nimmt y ab, so daß für den un- 
endlich großen positiven oder negativen Grenzwert, dem sich x 
nähern kann, y auch einem unendlich großen positiven oder 
negativen Grenzwert zustrebt. Wir schreiben 
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für lim a; = ± oo wird lim y = ± cx) ^) 
oder häufig auch kürzer 

für X = ±: oo wird y = ± cx) . 

Doch vergessen wir nicht, daß in Wirklichkeit ebenso- 
wenig X wie y einen unendlich großen Wert annehmen kann. 
Die gebrauchte Ausdrucksweise ist dahin zu deuten, daß für 
(dem absoluten Werte nach) 
immer größer und größere Werte 
von X auch y immer größere 
absolute Werte erreicht. Da y 
für ein zunehmendes positives 
oder negatives x steigt, heißt y 
eine y^steigende^^ (wachsende) 
Funktion von x. Femer ist für 
x = l y = 2. 

Wir behaupten nun, daß 
die Verbindungsgerade in Fig. 4 

von mit A | das verlangte 

Schaubild gibt. Um dies zu 

beweisen, haben wir erstens zu 

zeigen, daß jedem Punkte der 

Geraden ein Wertepaar zugehört, 

das der gegebenen Gleichung 

entspricht, und zweitens, daß jedem Wertepaar der Gleichung 

ein Punkt der Geraden zukommt. 

Zu 1) Greifen wir den beliebigen Punkt P heraus. 

Es ist 

weil 

^AOÄ = ^F'OP und ^OAA^^OP'P=90\ 

. • }) OÄ': AA = OP: P'P =1:2 

oder P'P=2'0P\ was zu schreiben ist, wenn wir 
PP' = y und OP' = X setzen, y = 2x] was zu beweisen war. 

1) lim lies limes. limes bedeutet Grenzwert, Grenze. 

2) Abkürzungszeichen für „daraus folgt". 




Fig. 4. 



^AAOr^^PP'O, 
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Zu 2) Q wäre ein Bild eines bestimmten Wertepaars, 
also QQ'^2' 0Q\ Dann ist 

weil 

0Q':Q'Q=^0A':Ä'Ä=-1:2 und ^OQ' Q==^OÄ' Ä = 9(y 

oder die Richtung von OQ fällt in die von OÄ] w. z. b. w. 
Wir fassen zusammen: jeder Punkt der Geraden befriedigt die 
Gleichung y = 2x (eigentlich jedem Punkte der Geraden ent- 
spricht ein Wertepaar, welches die Gleichung befriedigt), und 
jede Lösung der Gleichung liegt auf der Geraden, y ist eine 
stetige Punktion von x. 

Wäre die gegebene Gleichung 

y==-2x, 

so würde sich der Beweisgang im Wesen nicht ändern. Der 
2/ 





Fig. 6. 



Fig. 6. 



Abszisse 1 entspricht die negative Ordinate — 2. Für ein 
wachsendes x nimmt y ab. Es ist für (lim) a? = + oo, 
(lim) y = ± oo. y ist eine ^yfodlende^^ (abnehmende) Funktion 
von X. (Fig. 5.) 

Wir erkennen, daß die Neigung der Geraden durch den 
Koeffizienten von x bedinsrt ist. Derselbe führt denn auch 
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den Namen Richtungs- Koeffizient oder Neigungskoeffizient oder 
Steigung. Dieser ist also für eine durch den Ursprung gehende 
Gerade durch die zur Abszisse 1 gehörige Ordinate bestimmt. 

Bezeichnen wir den Winkel der Geraden mit der positiven 
Abszissenachse mit a, gemessen von 0^ bis 180® im positiven 
bzw. negativen Drehnngssinn, und wählen wir als positiven Drehungs- 
sinn jenen, in welchem man die ic- Achse drehen muß, um sie mit 
der «/-Achse zur Deckung zu bringen, so ist der Richtungskoeffizient 
gleich tg a. tg a kann hierbei größer oder kleiner als Null sein. 
Man beachte, daß die landläufige Bezeichnung Steigimg (bei einer 
Straße usw.) eine andere Bedeutung besitzt. Wenn es heißt, die 

Steigung einer Chaussee ist --, so versteht man darunter, daß auf 

50 m der Straße selbe mn 1 m ansteigt. Diese Steigung ist 
also durch den Sinus des Neigungswinkels der Straße definiert. 

Die allgemeine Gleichung der durch den Ursprung gehenden 

Geraden ist 

y=^mx. (1) 

Ziehen wir im Abstände 1 zur y-Achse eine Parallele, so 
schneidet die Gerade (1) auf ihr das Stück m ab. (Die ab- 
geschnittene Strecke ist numerisch gleich dem Richtungs- 
koeffizienten.) Je größer m, desto steiler wird die Gerade. Für 
ein äußerst großes m fällt die Gerade nahezu mit der y- Achse 
zusammen. Wir können sagen, wird im Grenzfall (lim) m = cx), 
so wird die Gerade sich mit der y- Achse decken. Ist m kleiner 
äIs Null, so kann eine ähnliche Betrachtung platzgreifen. Für 
m = fallt die Gerade mit der ir-Achse zusammen. 

Die ursprüngliche Gleichung lautete 

y=-2x + 3. (b) 

Wir erhalten offenbar den ihr entsprechenden Ort aus dem der 
zuerst betrachteten Gleichung y => 2x zugehörigen, indem wir 
jede Ordinate um 3 vermehren. Die Fig. 7 zeigt sofort, daß 
(infolge der entstehenden Parallelogramme) auch dieser Ort 
eine Gerade ist, die zu der durch den Ursprung gehenden 
parallel verläuft. 

Sie besitzt denselben Eichtungskoeffizienten 2. 

Auch diese Funktion ist eine steigende, denn es nehmen 
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(wie die Figur zeigt) die x und die y gleichzeitig zu. Von 
Interesse ist die Bestimmung jener Punkte der gefundenen 
Geraden^ für welche eine Koordinate Null ist. Wir werden 
sie erhalten, indem wir in die gegebene Gleichung zuerst x 
und dann y gleich Null einsetzen. Dies ergibt die Wertepaare 

\ und { ^ [. 

Wertepaar entsprechende y gewöhnlich mit 6, das dem zweiten 



Man bezeichnet das dem ersten 



2j^-f^3 



Wertepaar entsprechende x 
mit a und nennt a und b die 
Abschnitte der Geraden auf 
der Abszissen- bzw. Ordi- 
natenachse oder die „Ur- 
sprungsabszisse^^ und die „Ur- 
sprungsordinate". Diese zwei 
Werte ermöglichen es leicht, 
bei gegebener Gleichung die 
diese darstellende Gerade zu 
zeichnen. Man beachte, daß 
b das konstante Glied auf 
der rechten Seite der ge- 
gebenen Gleichung ist, da 
der mit x behaftete Aus- 
druck für X = entfällt. 

Allgemein können wir 
sagen, daß das SchaKhüd der 
Funktion 

y = mx + b (2) 

eine Gerade ist, und daß die 

Gleichung zwischen den zur 

sammengehörigen Abszissen 

und Ordinaten einer Geraden 

von der Form y ^ mx -\-b ist 

Häufig sagt man kürzer y = 

wrr + 6 ist die Gleichung einer Geraden; und zwar einer Geraden 

vom Richtungskoeffizienten m und der Ursprungsordinate b. 




Fig. 7. 
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Der Bichtungskoef&zient m wird als die zur Abszisse 1 ge- 
hörige Ordinate einer durch den Ursprung gehenden Parallele zur 
gegebenen Geraden erhalten. 

Die Gleichung der Geraden ist vom ersten Grad nach den 
Variablen x und y. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß jede „lineare^^ Funktion 

ÄX+ By+C=^0 

(linear von Linie — Gerade — ) die Gleichung einer Geraden ist. 
Dividieren wir den gegebenen Ausdruck durch B und schreiben wir 

Ä C 

Ä C 

so folgt nämlich m == — -^, 6 = — -^ • 

Die lineare Funktion ist demnach stetig, d. h. ihr Schaubild 
ist unzerrissen, zusammenhängend. 

Es ist vorteilhaft, einige besondere Fälle zu betrachten. 
Wir haben schon früher gesehen, daß für eine durch den Ur- 
sprung gehende Gerade, die sich immer mehr der y- Achse 
nähert, der Richtungskoeffizient m jede noch so große Zahl 
übersteigt. Wir sagen, er wird unendlich groß. Es wird dies 
auch für jede zur y- Achse parallele Gerade gelten. Um nun 
ein Rechnen mit unendlichen Größen zu vermeiden, dessen 
Durchführung bzw. Durchführbarkeit eine größere Überlegungs- 
reihe erfordern würde, benützen wir eine andere Eigenschaft 
dieser Geraden. Jeder Punkt derselben besitzt die gleiche 
rr- Koordinate, die auch der Ursprungsabszisse a gleich sein 
wird. Diese Eigenschaft können wir durch die Gleichung aus- 
drücken ic = a, und diese Gleichung gehört den der y- Achse 
parallelen Geraden zu. Die y- Achse selbst besitzt die Gleichung 
x = 0. Analog besitzen die Parallelen zur a;- Achse die Gleichung 
2/ = 6, bzw. ist die der o;- Achse y = 0. Für die letztere Geraden- 
schar ist bekanntlich m = 0. (Fig. 8.) 

Wir können schon hier den allgemeinen Grundgedanken 
erfassen, auf welchem aUe derartigen graphischen Bepräsentationen 
beruhen: 
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von 20°»^ und gelangt nach C um 3^30"^^«^. Der Zug 2 fährt 
durch die Station C durch. Der Zug 3 fährt in entgegen- 
gesetzter Richtung von E nach Ä, er kreuzt mit 1 auf offener 
Strecke (zwei Gleise oder Ausweichgleis), mit 2 in der Station B. 

E 




Fig. 11. 

Wir erkennen, daß diese Darstellung den Verkehrsbeamten 
mit einem Blick Dinge übersehen läßt, deren Aufsuchung im 
Kursbuch und in den Fahrplänen mit großen Schwierigkeiten 
und beträchtlichem Zeitaufwand verknüpft wäre. 



§ 6. Beispiele. 1. Man stelle graphisch den Zusammen- 
hang zwischen Druck und Temperatur eines Gases dar, wenn 

sich dessen Volumen nicht ändert. Es ist p =jPq (1 + ^^^j. 

Pq ist der Druck für die Temperatur ^ = 0. p^ sei 1, 2, 

3, -^ ' ' ' Atmosphären. 

2. Man suche ebenso das Schaubild von «; = t?Q(l-f ^^n. 

(Zusammenhang zwischen Volumen und Temperatur eines 
Gases, das sich unter konstantem Drucke befindet. Gtty- 

Lussacsches Gesetz), v^ sei 1, 2, 3, y * * * • 273 cm^, 

3. Wenn an einem Stab (Draht) eine Zugkraft P an- 
gebracht wird, so ist die Verlängerung l des Stabes (Drahtes) 
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l ^ CP, wo C eine Proportionalitätskonstante ist (Hookesclies 
(xesetz). Schanbild. 

4. Nach dem Ohmschen Gresetz ist die Stromstärke i in 
einem Leiterstück eines geschlossenen Stromkreises proportional 
der an den Enden desselben wirkenden elektromotorischen 
Kraft e. Ghraphische Repräsentation. 

§ 7. Parabel. Eine weitere für das Stadinm natttrlicher 
Probleme wichtige Funktion ist folgende: 

y = ax^ +hx + c. 

y tritt hier als Funktion des zweiten Gfrades oder als qua- 
dratische Funktion von x auf. Die rechte Seite, gleich Null 
gesetzt, liefert eiue Gleichung zweiten Grades, durch deren 
Auflösung sich die „Nullwerte" oder die „Wurzeln" des 
Gleichungspolynoms ergeben. Es sind dies also jene zwei 
Werte von x, für welche y gleich NuU wird. Behufs näheren 
Studiums der Variationen der Funktion mit der Variation 
von X wolleu wir wieder schrittweise voi^ehen. Wir betrachten 
zuerst den einfachsten Fall 

Für X = ist y = 0: die Kurve, welche geometrisch die 
Gleichung repräsentiert, geht durch den Ursprung. Für a: = 1 

wird y = 1. Für zwischen und 1 liegende Werte wie x = -TQÖi)^ 

iöö' rö nimmt y noch kleinere Werte an {j^^^, J^^, j^), 

weil das Quadrat eines echten Bruches bekanntermaßen kleiner 
als er selbst ist. Nimmt x Werte an, die größer als 1 sind, 
so wird hingegen y um so größer. Z. B. ist für 

o; = 10 y = 100, 

a; = 100 y= 10000, 

a; = 10* y = 10« 
und im Grenzfall für 

(lim)a; = cx> (lini)y = oo. 

2* 
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Mit wachsendem x wächst also y, oder die Funktion ist 
für positive Werte von x steigend. 

Es ist leicht ersichtlich, daß für Werte von x, die kleiner 
IaIs Null — negativ — sind, y den gleichen positiven Wert 
annimmt, wie für die symmetrischen (positiven) Werte von x^). 
Die Kurve ist bezüglich der y- Achse symmetrisch. 

Da eine negative Zahl (hier x) von stets kleiner werdendem 
absoluten Zahlenwert zunimmt, so erkennen wir, daß für nega- 
tive Werte von x die Funktion eine fallende ist. 





Fig. 12. 



Fig. 13. 



Wir sind bereits imstande, das Bild der Kurve zu ver- 
zeichnen (Fig. 12). Bedenken könnte nur deren Gestalt in 

der Nähe des Wertepaares I } erregen. Aber aus obigem geht 

hervor, daß für kleine Werte von x y um so kleinere Werte 
annimmt; d. h. die Kurve schmiegt sich in der Nähe des Ur- 
sprungs an die ri;-Achse an. Zur Yerdeutlicherung dessen sei 
eine V(yruntersfudmng der Tangenteneigenschaften unternommen. 
Die Tangente in einem Punkte kann als die Grenzlage auf- 
gefaßt werden, welcher sich eine Sekante^ durch diesen Punkt 
nähert, wenn deren zweiter Schnittpunkt immer mehr und 
mehr an den ersten Schnittpunkt heranrückt (Fig. 13). 

In Praxi würde diese Konstruktion zu verschiedenen Tan- 
genten in einem Punkte führen. Denn einerseits besitzt jede ge- 

1) Zwei Zahlen heißen symmetrisch oder entgegengesetzt gleich^ 
wenn sie denselben absoluten Zahlenwert (Zahlenbetrag), aber entgegen- 
gesetztes Vorzeichen besitzen. 
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zeichnete Kurve eine gewisse Dicke, andererseits l&ßt sich praktisch 
durch zwei Punkte um so schwieriger eine Gerade legen, je näher 
dieselben beisammen sind^). Doch dürfte die Vorstellung dieser 
Verschiebung der Sekante in die Grenzlage keine Schwierigkeiten 
bieten. 

Nun ist der Richtungskoeffizient der Sekante OÄ (Fig. 12) 

__ ÄÄ' __oc^ __ 

^^ ~ OÄ' ■" ¥ ~ ^• 
Je näher A an heranrückt, desto kleiner wird x und mit- 
hin m, um für die Grenzlage (Ä zusammenfallend mit 0, oder 
wie man zu sagen pflegt „^ (unendlich nahe) benachbart 
dem 0'') zu verschwinden, d. h. die rr- Achse ist in Tan- 
gente an der Kurve. 

Es ist ebenso leicht zu zeigen, daß auch die Sekante OB 
sich derselben Grenzlage (d. i. der Abszissenachse) nähert, 
d. h. die Kurve besitzt in nur eine Tangente. 

Wäre dies nicht der FaU, würden 
die Grenzlagen beider Sekanten, näm- 
lich die Tangenten, nicht zusammen- 
fallen, so hätte die Kurve in diesem 
Punkte zwei Tangenten. . Sie besäße 
an dieser Stelle einen Bruchpunkt Fig. 14. 

(Fig. 14). •_ 

Ein genaues Aufzeichnen der Kurve auf fein unterteiltes 
Papier (z. B, Millimeterpapier) ermöglicht es in leicht erkenn- 
barer Weise, zu einer beliebigen Zahl die Quadratwurzel bzw. 
das Quadrat zu finden. 

Wäre die gegebene Kurve 

y = 2x^ 
oder allgemein 

y = ctA 
so ist in der schon gezeichneten Kurve jede Ordinate zu ver- 
doppeln, bzw. ihr a-faches Vielfache zu nehmen (Fig. 15). Die 
resultierende Kurve wird sich, je nachdem a ^ 1 über oder 
unter der Kurve y ^ x^ befinden. 

1) Man vgl. F. Klein, Anwendung der Differential- und Integral- 
rechnung auf Geometrie. (Leipzig 1902.) 
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Für y — ax^ wollen wir nachweisen^ daß die Kurve eine 
Parabel ist; also j^^ eine Linie, deren jeder Punkt von einem 




oc 



Fig. 15. 

gegebenen Punkt, dem Brennpunkt, und einer gegebenen Ge- 
raden, der Leitlinie, gleichen Abstand hat (Fig. 16). Wir be- 
stimmen einen Punkt A der Kurve derart, daß seine Koordinaten 




Fig. 16. 



Xq = -r— , j/o == T~ ^^^^ Seine Projektion auf die Ordinaten- 

achse bezeichnen wir mit F. Ist alsdann beliebig P j , 
so folgt 






§ 7. Parabel. 
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was weiter gleich^ weil 



^2 y 



a 



und Vn = 



2^0 - 4« ; 

2 



^-| + (!'-^)-J+!''-^ + iÄ.-(» + ^) 



2 



.-. J'P=2/ + 



4a 



Ziehen wir nun im Abstände Vn = -7— unterhalb der a?- Achse 

zu dieser eine Parallele, so sehen wir, daß für jeden Punkt der 
Kurve FP == FG. Dies zeigt, daß die Kurve eine Parabel ist, 
deren Brennpunkt (Fokus) F und deren Leitlinie (Direktrix) 

die Parallele im Abstände -r— ist. Jeder Punkt der Parabel 

2a 

entspricht auch der gegebenen Gleichung. Der Gang des Be- 
weises ist umgekehrt. Man geht von der Definitionsgleichung 
der Parabel (FF = PG) aus. 

In der Gleichung y == ax^y die geschrieben werden kann 

x^=^ — y, heißt - der Parameter, ^- der Halbparameter der 
a a « a 




Fig. 17. 

Parabel. Letzterer wird gewöhnlich mit p bezeichnet und ist 
laut Figur gleich der halben Sehne, welche im Brennpunkt F 
normal zur Achse der Parabel OF errichtet werden kann. Die 
Abstände des Brennpunkts und der Leitlinie vom Scheitel sind 
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Y = -. ■ Mit der Bezeichnung = p wird die 1 
gleichimg geschrieben 



Ist in der G-leichung y = ax^ 

'>, eo ist 

« = - bxK 



negativ, z. 6. gleich 



Hierin ist also |o; = |i|'). Wir konstruieren zuerst die Pa- 
rabel 1/ = bx^ und Buchen dann deren Spiegelbild bezüglich 
der ar-Ächse (Fig. 17). 

In einem allgemeineren Falle tritt auf der rechten Seite 
noch ein konstantes Glied hinzu. 
Z.B. 

y = 4:X^ — 3. 

Dieae Art von Funktion 

läßt sich am einfachsten mittels 
einer sogenannten Koordinaten- 
verschiebung studieren*} [Fig. 18], 
Konstruieren wir die Parabel 
y = 4:X^, so brauchen wir offen- 
bar nur die einzelnen Ordinalen 
um 3 zu vermindern, um auf 
den geometrischen Ort zu kom- 
men, der die gegebene Funktion 
geometrisch repräsentiert. Die 
erste Kurve bezeichnen wir mit 
I, die zweite mit IL Wählen 
wir nun eine neue Abszissen- 
achse, nämlich O'x', so daß sie 
im Abstände ~ 3 (also unter- 
halb) zur Achse Ox parallel 
verläuft, und bezeichnen wir mit y die Ordinaten in bezug 
auf das neue System, so lehrt ein Blick in die Figur, daß 

1) \a\ bedeutet den absoluten Zahlenwett von a. 

2) Die Koordinaten -TerachiehuDg oder -Translation ist ein Sonder- 
fall der KoordiuatentransformatioD. 



Fig. 18. 



§ 7. Parabel. 
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y = y'— 3. (Die :z;- Koordinaten haben sich augenscheinlich 
nicht geändert.) Führen wir diesen Wert in die gegebene 
Funktion ein, so wird y — 3 = 4a:* — 3 oder y = 4:xK D. h. 
der die Funktion darstellende geometrische Ort (II) ist eine 
Parabel, wie in den früher betrachteten Fällen; diese berührt 
aber die neue Abszissenachse 0'x\ also eine zur ursprünglichen 
im Abstände — 3 gezogene Parallele. 

Ein allgemeinerer Fall der Koordinatenverschiebung tritt 
ein, wenn wir den Ursprung sowohl in vertikaler als auch 
horizontaler Bichtung verschieben; z.B. so, wie es Fig. 19 zeigt. 




Fig. 19. 

Daraus folgt, daß y = p" -\- n, x = x' -\- nif wo m und n die 
Koordinaten des neuen Ursprungs 0' bezüglich des alten 
Koordinatensystems (Oxy) sind. Wäre bezüglich des Achsen- 
systems (O'xy) die Parabel y' = ax'^ gegeben, so gibt die 
Einsetzung von t/ ^ y — n und x' = x — m 

(y — n) = a{x — m)* oder y = ax^ — 2amx + am^ + n. 

Bezeichnen wir, was uns ja freisteht, die konstante Ghröße 
— 2am mit 6, die konstante Größe am^-{-n mit c, so ge- 
langen wir zu 

y =- ax^+hx + c. (3) 

Das Schaubild fQr diese quadratische Funktion ist demnach 
eine Parabel, deren Achse zur y-Achse wohl parallel verläuft. 
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deren Scheitel aber nicht in 0, sondern in 0' liegt. Die 
Koordinaten von 0' ergeben sich aus den Gleichungen 

6 = -— 2am und c=^am^-{-n 
zu 

^ = — -^r- lind n = c — T— =» — 7 

2a 4a 4a 

Alle Schaubilder der quadratischen Funktionen von x sind 
durch eine interessante Eigenschaft charakterisiert: sie besitzen 
einen Punkt, dessen Ordinate entweder die kleinste oder die 
größte aller anderen Ordinaten ist. Sie ist die kleinste, wenn 
der Koeffizient von x^ größer als Null, die größte, wenn er 

kleiner als Null ist. Eine solche 
Stelle liefert ein j,Minimum^^ 
bzw. ein y^Maximumf^ der Funk- 
tion. 

Granz analog wie die eben 
betrachteten Fälle erledigen sich 
auch die, wo x als quadratische 
Funktion von y auftritt. Der 
einfachste Fall ist wieder 

Fig. 20. Die Kurve hat ihren Scheitel 

im Ursprung, doch ist jetzt die 
y- Achse Tangente in demselben (Fig. 20). 

Ist 

X = ay^y 

so ist das Schaubild eine Parabel, deren Achse mit der Abszissen- 
achse zusammenfallt und gleichen oder entgegengesetzten 
Richtungssinn hat, je nachdem a größer oder kleiner als 
Null ist. 

Der Parameter dieser Parabel ergibt sich durch Vergleich 

der Formen y"^ = — x und y'^ = 2px zu p = -r— • 

OL ^ CL 

x = ay^+by + c (4) 

stellt eine Parabel dar, deren Achse zur ic- Achse parallel ist, 
deren Scheitel aber nicht mit dem Ursprung zusammenfällt. 








oo 
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Ein Minimum oder ein Maximum^ d. h. ein extremer Wert 
(auch wohl kurzweg Extrem) der Ordinate ist hier nicht vor- 
handen^ wohl aber besitzt die Abszisse ein solches. Die Pa- 
rabel ist nach rechts oder links geöffnet, je nachdem a größer 
oder kleiner als Null ist. 

Der Zusammenhang zwischen x und y ist sowohl in (3) 
als in (4) ein stetiger. 

§ 8. Beispiele. 1. Wurf. Man konstruiere das Schau- 
bild der Gleichung s =^bt^ (freier Fall). Man vergleiche das- 
selbe mit dem Schaubilde von 5 = 4,9^^ (freier Fall mit ge- 
nauerem Beschleunigungswert). Man suche den darstellenden 
Ort der Gleichung s = 10^ ±5^^ (vertikaler Wurf nach ab- 
wärts und aufwärts. Anfangsgeschwindigkeit 10 -, ) . Man 

stelle die Gleichung beim horizontalen und schiefen Wurf auf. 
2. Wird ein Leiter vom Widerstand w Ohm von dem 
Strome i Ampere durchflössen, so ist die sekundlich erzeugte 
Wärme ^ = 0, 24ti^w cal. Schaubild des funktionalen Zusammen- 
hanges zwischen Q und i für ic? = 1, 2, 4 • • • Ohm. 

§ 9. Hyperbel. In physikalischen Gesetzen erscheint 
häufig eine Variable einer zweiten umgekehrt proportional. 
Behandeln wir zunächst den einfachsten Fall: 

y == — oder xy =^1, (5) 

Für iP = ist die Funktion nicht definiert. Doch gelingt es, 
diese Schwierigkeiten zu umgehen, wenn wir x von positiven 
Werten allmählich bis gegen NuU abnehmen lassen. Für 
immer kleinere Werte von x wird y größer und größer, z. B. 

wird für 

11 1 

X = — 



10' 100' 1000 000 

t/ = 10, 100, 1000000. 

Machen wir demnach x beliebig klein, so übersteigt y jede 
noch so große Zahl. Wir sagen: Nähert sich x der Null, so 
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strebt y einem unendlich großen Grenzwert zu; oder für 
(lim)a; = wird (lim)t/ = oo. 

Je größer x ist, desto kleiner wird y. Für a; == 1 ist y = 1. 
Für Werte von x, die größer als 1 sind, wird y ein echter 
Bruch; um endlich für immer größere und größere x unter 
jede beliebig kleine Zahl herabzusinken. Hieraus folgt, daß 
für (lim)a; = oo (lim)t/ = wird. 

Die Funktion ist für positive x fallend. 




Fig. 21. 



Dasselbe ergibt sich für negative x. Denn schon aus dem 
symmetrischen Bau der Gleichung resultiert, daß für symmetrische 
Werte von x symmetrische Werte für y folgen müssen. Es 
nimmt also mit algebraisch zunehmendem negativen x (dessen 
absoluter Betrag demnach stets abnimmt) das negative y al- 
gebraisch ab, aber dem absoluten Wert nach zu. Nähert 
sich X von der negativen Seite der Null, durchläuft z. B. 

die Werte 

l_ 1_ 1 

^"" 10' iöö' 
so wird 



1 000 000 



§ 9. Hyperbel. 
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y 10, -100, -1000000 

und für (lim)ii? = wird (liin)y = — oo. 

Wir sehen zu unserer Überraschung, daß sich y zwei ver- 
schiedenen Werten, nämlich + ^^ ^i^^ ~ ^^; nähert, je nach- 
dem X der Null zustrebt von positiven Werten aus durch Ab- 
nehmen oder von negativen aus durch Zunehmen. Wir zeichnen 
die Kurve (Fig. 21). Für den Wert x = „springt" die 
Funktion von — oo auf -f <x> (oder umgekehrt), je nachdem 
wir im Sinne oder im entgegengesetzten Sinne der Abszissen- 
achse vorschreiten. An dieser Stelle ist das Schaubild zerrissen; 
die Funktion ist in der Gegend ic = imstetig. 




Fig. 22. 

Die Kurve erreicht die y- Achse im Unendlichen; wir 
sagen, letztere ist eine Asymptote an die Kurve. Das gleiche 
gilt för die a;- Achse. Beide Achsen sind doppelte Asymptoten, 
denn die Kurve erreicht sie sowohl in + als — cx). Die Figur 
lehrt uns, daß die Winkelsymmetralen der vier Quadranten 
Symmetralen der Kurve sind. Selbe ist daher für das Zentrum 
zentrisch-symmetrisch. Die Kurve führt den Namen „gleich- 
seitige HyperbeF. 
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Das Schaubild der Gleichung 



y = 



1 

X 



entsteht aus der eben behandelten Kurve leicht dadurch, daß 
man den einzelnen Ordinaten die symmetrischen Werte beüegt 
oder die Kurve um die y- Achse umklappt (Fig. 22), Sie- stellt 
eine steigende Funktion von x dar. 
Ist 

(6) 



y 



a 

X 



können wir das Schaubild aus dem der Stammgleichung 

y = — dadurch ableiten, daß wir 

jede Ordinate ver-a-fachen. Ist 
beispielsweise 

4 

y-x' 

so erhalten wir Fig. 23. Daß 
dieser dieselben Eigenschaften 
zukommen wie der Stammkurve 
(Symmetralen u. ä.), sehen wir 
am leichtesten, wenn wir die 
Gleichung in der Form schreiben 




y 



= — . Wir finden die bleiche 



X 

2 



Fig. 23. 



symmetrische Gestalt wie bei (5). 
Ja, verdoppeln wir die zugrunde 
gelegte Einheit, so kommen wir 
auf die Stammkurve zurück. So 
ist bei 



y = — für ic = 1 cm, y = 1 cm, 

X 

für a; = 4 • 1 cm, y = — • 1 cm. 



bei 
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^ == — für — = 1 cm oder a; =» 1 • 2 cm , 

-|- = 1 cm oder y = 1 • 2 cm, 

far — = 4 cm oder x ^ 4- 2 cm, 

-|--|cm oder y = |.2cm. 

2 4 ^4 

Haben wir im ersten Falle 1 cm als Einheit gewählt, so 
können wir den zweiten Fall wie den ersten behandeln, wenn 
wir 2 cm als Einheit wählen^). Es ist daher auch die zweite 
Kurve eine gleichseitige HyperbeL 

Im allgemeinen Fall y = — , woraus sich ergibt -7- = — f 

müßte das ]/a- fache der Einheit genommen werden. j/a 

Der FaU 

a 

bietet nichts Neues. Die darstellende Kurve bedeckt jetzt die 
beiden anderen von den Achsen gebildeten Quadranten. Alle 
diese Kurven sind gleichseitige Hyperbeln. 

Die behandelten Fälle sind Sonderfälle der homograpMschen 

Funktion y ~ ,- • 

§ 10. Beispiele. 1. Die Abhängigkeit zwischen Druck 
und Volumen eines Gases bei konstanter Temperatur wird (in 
gewissen Intervallen) durch . das Boyle- Mariottesche Gesetz 
geregelt. Dieses lautet p - v = Konstant, wenn p den Druck,, 
V das Volumen, in beliebigen Einheiten gemessen, bedeutet. 
Schaubild, für bestimmte Werte der Konstante (2, 3, . . .). 
Welches ist aber das Schau bild, wenn wir das Boyle -Mariottesche 

Gesetz in der Form schreiben ^ = Konst.? (d= Dichte.) 

2. Das Potential eines Punktes im elektrischen Kraftfeld 
in der Entfernung r von einem mit der Elektrizitätsmenge e 



1) Man vgl. fi. Borel, Algebra (Paris, 1904). Seite 286 ff. 
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p 

geladenen Teilchen ist F= — . Graphische Darstellung des 

Zusammenhanges zwischen V und r für spezielle Werte von e. 

3. Durchströmt eine Flüssigkeit einen Eanal^ so ist das 
Produkt aus Geschwindigkeit {v) mal Querschnitt (g) konstant. 
Schaubild für spezielle Werte dieser Konstanten. 

4. Im Kraftlinienfluß in einer (Kraft-)ßöhre ist das Produkt 
aus der Anzahl der Kraftlinien pro Flächeneinheit (JB) und 
dem Querschnitt {g) konstant. Schaubild. 

5. Wird ein Leiter vom Widerstand w Ohm, dem die 
elektromotorische Kraft e Volt anliegt, vom Strome i Ampere 
durchflössen, so ist nach dem Ohmschen Gesetz e^^iw, Schau- 
bild für ö = Konstant - 1,1 Volt (DanieU-Element), 1,5 Volt 
(Leclanche-EL), 1,9 Volt (Bunsen-EL). 

6. Die sekundlich erzeugte Wärmemenge in einem Leiter 
ist Q = 0,24i^M; cal. (§ 8, Beisp. 2). Daher nach (5) auch 
Q = 0,24ei cal. Man repräsentiere graphisch den Zusammen- 
hang zwischen e und i bei konstanter Leistung Q = 2,4 cal. 

§ 11. J/ = -j . Man konstruiere und diskutiere die 

Gleichung ^ ^ 

y = ^ und y = p' 

für spezielle Werte von a. 

Die Funktion ist für negative x steigend, für positive x 
fallend. Für a; = wächst y über jede noch so große end- 
liche Zahl hinaus, was wir schreiben können: lim y = cx). 

a; = 

Hierbei ist es gleichgültig, ob sich x von der rechten oder 
linken Seite der Null nähert (Fig. 24). Die y- Achse ist ein- 
fache, die a;- Achse doppelte Asymptote; denn für (lim) ü? = + oo 
ist (lim) y == 0. 

Die Gleichung findet Anwendung bei den Anziehungs- 
und Abstoßimgskräften, wie sie in der Natur gegeben sind. 
Ist beispielsweise r die Entfernung einer Menge von einem 

Attraktionszentrum, so ist die auf sie wirkende Kraft jF= ^, 

wo G eine Proportionalitätskonstante bedeutet. 



§ 12. Krummlinige und Baumkoordinaten. 



33 




Fig. 24. 

§ 12. Anhangsweise sei bemerkt^ daß es nicht immer 
Ton Vorteil sein wird, der Betrachtung ein rechtwinkliges 
Achsensystem zu gründe zu legen. Bei den selbstregistrierenden 
Instrumenten von Art der Barographen sind z. B., weil der 
schreibende Hebel Kreisbogen beschreibt, die Ordinatenachsen 
lmmin.lmig. 

Die Verwendung der Achsensysteme ist nicht auf die 
Ebene beschränkt, sie finden auch bei krummen Flächen Ge- 
brauch. Als hervorragendstes Beispiel sei das Koordinaten- 
System auf der Erdoberfläche erwähnt. (Äquator und Null- 
meridian bzw. Breitenkreise und Meridiane.) 

Im Räume würden wir mit zwei Achsen nicht mehr Aus- 
langen finden. Wir wählen drei aufeinander senkrechte Ge- 
rade als X-, y- und ;8f- Achse. Die Koordinaten eines Punktes 
ergeben sich durch seine Abstände von den drei durch je zwei 
Achsen bestimmten Koordinatenebenen. 



Tesaf, DifiPerential- n. Integralrechnung. 
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n. Differentialqnotient und Integral 

§ 13. Oesohwindigkeit. Differentialquotient. Ein 
Punkt bewege sich längs irgend einer Bahn. Wir wählen 
einen bestimmten Ort der Bahn, von dem an wir den Weg 
messen, und ebenso legen wir einen Zeitpunkt als Anfangs- 
punkt der Zeitzählung fest. Wir entwerfen uns in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem ein sogenanntes Diagramm der 
Bewegung, indem wir als Abszissen die Zeiten, als Ordinaten die 
zugehörigen Wege auftragen. Haben wir den Weganfangs- 
punkt so gewählt, daß zur Zeit Null, also zu Beginn der Zeit- 
zählung, sich das Bewegliche in ihm befindet, oder in anderen 
Worten ist für ^ = (Zeit) auch 5 = (Weg), so geht die 
darzustellende Kurve, die den Namen Zeitwegkurve führt, durch 
den Ursprung. Hingegen ist die Ursprungsordinate ^ 0, je 
nachdem sich das Bewegliche zur Zeit Null hinter oder vor dem 
als Weganfang bezeichneten Punkt befindet. Die Bewegungs- 
richtung ist hierbei als die positive Richtung angenommen. 
Leicht läßt sich zu jeder Zeit der entsprechende Weg und 
umgekehrt zu jedem Weg die zugehörige Zeit aufsuchen. Wir 
wollen die Beziehungen — der Einfachheit halber — als „ein* 
deutige'^ voraussetzen. Es entspricht also jedem Punkte der 
Bahn nur ein bestimmter Augenblick. Es wird dann in dem 
ins Auge gefaßten Zeitintervall das Bewegliche keine Os- 
zillationen ausfähren, sondern stets in derselben Bichtimg 
weiterschreiten (bzw. in Ruhe verbleiben). Femer nehmen wir 
an, daß während dieser Zeit keine Stoßkraft auf das bewegliche 
Teilchen wirke, so daß sich die Geschwindigkeit nicht sprung- 
weise ändert. Würde sich der Punkt gleichförmig in seiner 
Bahn bewegen, so ist die Zeitwegkurve (§ 5) eine Gerade. 



§ 18. Geschwindigkeit. Differentialquotient. 
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Wir wissen, daß dann in jedem Augenblick das Bewegliche 
eine bestimmte, konstante Geschwindigkeit besitzt, deren Maß- 
zahl durch die Maßzahl des in der Zeiteinheit zurückgelegten 
Weges gegeben ist. Sie wird demnach durch die bekannte 

Formel festgelegt c = -r, wenn die Wegstrecke s in der Zeit t 

zurückgelegt wird. Nicht so bei ungleichförmigen Bewegungen. 
Da hier das Bewegliche in den verschiedenen Zeitintervallen 
oder „Zeiidifferenzenf^ verschiedene Wegstrecken oder „Weg- 
differmzen^^ zurücklegt, müssen 
wir die Definition der Geschwin- 
digkeit anders fassen. Wir kön- 







m 



I 



m 



nen uns denselben Weg in der- 
selben Zeit mit einer bestimmten 
durchschnittlichen Geschwindig- 
keit gleichförmig zurückgelegt 
denken. Diese führt den Namen 
mittlere Geschwindigkeit v^. Ihre 
Maßzahl wird erhalten durch 
Division der Maßzahlen der Weg- 
diflferenz s^ — s^ durch die jener 

Zeitdifferenz t^^-t^^' die zur Zurücklegung der Wegdifferenz 
nötig ist. Also 

(7) 




Fig. 26. 



Sj «1 






was wir schreiben = — 



(lies Groß -Delta s durch Groß -Delta t). Der Ausdruck z/5 
bedeutet soviel wie Wegdifferenz und ist ja nicht als ein 
Produkt aufzufassen! 



Wir nennen den Quotienten 



Js 



einen ,,Differenzenqitotien- 

ten", und zwar den des Weges nach der Zeit. Zur Verglei- 
chung der mittleren Geschwindigkeiten während der einzelnen 
Zeiten wird es von Vorteil sein, die Zeitdifferenz At (die Diffe- 
renz der unabhängigen Variablen) stets gleich groß zu wählen. 
Wir werden auf diesen Punkt noch später zu sprechen kommen. 
Um für einen bestimmten Punkt der Bahn (z. B. s^) oder 
für einen bestimmten Augenblick (t^) eine Vorstellung über 
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die Bewegungsart des Beweglichen zu erhalten, denken wir 
uns die Zeitdififerenz und dadurch die in derselben zurück- 
gelegte Wegstrecke immer kleiner und kleiner. Natürlich 
müssen wir hierbei die Subtrahenden 5^ und t^ unverändert 
erhalten. Wir gelangen zur mittleren Geschwindigkeit über 
ein sehr kleines Wegstückchen. Diese wird um so genauer 
der Geschwindigkeit in dem in Betracht gezogenen Punkte der 
Bahn entsprechen, je mehr wir in dem Verkleinerungsprozesse 
weiterschreiten, also je mehr Zähler und Nenner im obigen 
Quotienten der Null sich nähern. Wir nennen dann „6r6- 
schAJoindigkeit in einem Punkte der Bahn^^ oder „Geschmndigkeit 
in einem Zeitpunkte^' oder kurz „augenhlickliche Geschmndig- 

keip' den Grenzwert, welchem der Differenzenquotient — zu- 
strebt, wenn sowohl z/s als ^t gegen Null abnehmen. Daß 
dieser Grenzquotient als Grenze eines Quotienten, dessen Zähler 
und Nenner der Null zustrebt, trotzdem einen bestimmten 
Wert hat, lehrt uns die Erfahrung. Denn wir sprechen ge- 
läufig auch bei der ungleichförmigsten Bewegung von einer 
Geschwindigkeit in jedem Punkte, damit — in Übereinstimmung 
mit obigem — dessen augenblickliche Bewegungsart charakte- 
risierend. Eine kleine Ziffemrechnung verdeutliche das Vor- 
getragene. In nachfolgender Tabelle sind für einen speziellen 
Fall die immer kleiner angenommenen Weg- und Zeitdifferenzen 
und deren Quotienten zusammengestellt, t^ ist 1*®^, s^ = 5°*. 

1"^' 15«^ 15 4 

sek 

0,5 6,25 12,5 

0,1 1,05 10,5 

0,001 0,010 005 10,005 

0,000001 0,000010000005 10,000005 

Wir erkennen, daß-, die Geschwindigkeit im Grenzfall, wenn 
sowohl ^t als ^s gegen Null konvergiert, 10 -^ sein wird 
(für den betrachteten Augenblick ti = 1'*'', s^ = 5"). - 
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Hierbei sei noch folgendes bemerkt. Praktisch können wir in- 
folge Unsicherheit der Beobachtung und begrenzter Genauigkeit in 
den Eechnungen eine gewisse Genauigkeitsgrenze nicht überschreiten. 
Wir dürfen daher die augenblickliche Geschwindigkeit auch als die 
mittlere Geschwindigkeit während einer mehr oder minder kleinen 
Zeit, also in einem sehr kleinen Wegstücke definieren. (Man ver- 
gleiche die zwei letzten in der Tabelle gegebenen Zahlreihen.) 

Wir schreiben für die augenblickliche Geschwindigkeit 

wobei ds wieder nicht als Produkt gedeutet werden darfl 
d bedeutet, wie oben z/, den Anfangsbuchstaben des Wortes 
Differenz. Der Quotient führt den Namen ,yDi/ferentialquotienf^, 
Es folgt hieraus: Die augenblickliche Geschwindigkeit in einem 
Punkte der Bahn ist gleich dem Differentialquotienten des Weges 
nach der Zeit . 

Man stelle sich hierbei ds und dt nicht als Grenzwert von 
Js und Jt vor. Diese Grenze von Js und Jt ist, wie wir ge- 
sehen haben, Null. Schrieben wir nun lim -ti = -?r^ so bliebe uns 

beim Anblick des rechtsseitigen Quotienten (- -) fremd, aus welchen 

Größen er hergeleitet wurde, ds und dt sind hingegen Symbole, 
die uns in Erinnerung bringen sollen, daß er (durch Grenzüber- 

gang) aus dem Differenzenquotienten — entstanden ist. 

Die Idee des Grenzüberganges von mittlerer zu augen- 
blicklicher Geschwindigkeit gehört Newton an. Doch benutzte 
er für den Differentialquotienten ein anderes Symbol. Er schrieb 

Es ist dies eine in physikalischen, speziell mechanischen Eech- 
nungen sehr bequeme Bezeichnungs weise, die mit Unrecht von den 
Deutschen heute beinahe völlig verlassen ist. 

ds 
Die Bezeichnungsweise -^ für den Differentialquotienten 

rührt von Leibniz her. Jedoch gelangte er zu jenem durch 
eine andere Überlegungsreihe, die wir alsbald kennen lernen 
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wollen. Wir kehren zu diesem Zwecke zur Zeitwegkurve 
zurück. 

Verbinden wir die den Zeiten t^ und ^ entsprechenden : 

Punkte der Kurve durch eine Sehne, so erkennen wir, daß in j 

dem rechtwinkligen Dreiecke ÄBP \ 

, , BP s^ — s^ 

die mittlere Geschwindigkeit über eine Wegstrecke ist nume- 

D risch gleich der trigonometrischen Tan- 

^^\ gente des Winkels, welchen mit der Ab- 

yy^C^i^ szissenachse die Sehne jener Punkte ein- 

^.^^^fl3?-i__jp schließt (oder ist numerisch gleich dem 

Fiff. 26. Richtungskoeffizienten der durch jene Punkte 

gehenden Geraden), deren Abszissen den 
Zeiten entsprechen, die zu Beginn und Ende des Durchlaufens 
der Wegstrecke vorhanden waren. 

Lassen wir den Punkt J5 (bei festgehaltenen s^ und t^j 
also festgehaltenem Punkt Ä) immer näher an A rücken, so 
wird die Zeitdifferenz t^ — t^ und also auch die in ihr zurück- 
gelegte Wegstrecke stets kleiner. Gleichzeitig nähert sich die 
Sekante A3 immer mehr der Tangente in Ay um in der Grenz- 
lage (J5 benachbart von A) mit letzterer zusammenzufallen. ' 

Es ist daher 

limtg^ = tg9, 

was auch geschrieben werden kann 

Umt;^ = tg9 = t; = ^, (9) 

d. h. der Richtungskoeffizient der Tangente in einem Punkte 
der Zeitwegkurve ist numerisch gleich der augenblicklichen 
Geschwindigkeit in dem entsprechenden Punkte der Bahn. 

Wir gelangen gleichzeitig zur Erkenntnis, daß der Diffe- 
rentialquotient der Ordinate (s) nach der Abszisse (t) hei einer 
Kurve gleich dem RichtungsJcoeffizienten der Tangente in dem 
betreffenden Kurvefipunkt ist. 

Dies ist der Grundzug der Leibnizschen Überlegung, die 
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allerdings nicht an der Zeitwegkurve, sondern an einer be- 
liebigen Kurve angestellt wurde. 

Analog den oben gemachten Bemerkungen werden wir prak- 
tisch auch bei einer Kurve nicht zu den Grenzwerten der Diffe- 
renzen der Abszissen (t^ —{^) und der Ordinaten (s^ — s^) über- 
gehen, sondern wir zeichnen infolge Dicke der gezogenen Linie usw. 
die Tangente derart, daß sie mit einem (allerdings kleinen) Stück 
der Kurve zusammenfallt. Sg "~ •*'i ^°^ ^2 — h treten also als 
kleine, aber von Null verschiedene (endliche) Stücke auf. 

§ 14. SpezieUe FUle. Nach §§ 5 u. 13 ist für die gleich- 
formige Bewegung die Zeitwegkurve (ZWK) eine gerade 
Linie. In der Tat ist für v = konst = c, auch tg g? und mit- 




»9 







Fig. 27. 



Fig. 28. 



hin qp unveränderlich. Die Gleichung der ZWK ist offenbar 
5 = tg 9) • ^ -f- Sq = c • ^ -f- 5o, wo 5q die Entfernung (im alge- 
braischen Sinne) des Beweglichen vom Anfangspunkt der Bahn 
zur Zeit Null bedeutet (Fig. 27). 

Ist v=^0, also auch tgg? = j7==0, so ist die ZWK 

eine zur Abszissenachse Parallele und das Bewegliche ist in 
Buhe (Fig. 28). 5 ändert sich mit t nicht. Der Differential- 
quotient des konstanten Weges nach der Zeit ist NuU, was 
offenbar einleuchtend ist. 



§ 15. DiskuBsion der Zeitwegknrve. Wird <^ 9 
größer, so nimmt die Geschwindigkeit zu, wird ^ q) kleiner, 
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lim^)>0, 



(ds 

so muß sich offenbar s mit der Zeit vermehren. Ein Blick in 

Fig. 25 bestätigt dies. Für irgend eine Zeit kann ^ = tg g? auch 

bis zum Werte Null herabsinken. Dann ist 9 = 0, d. h. die 
Tangente ist in diesem Punkte zur x-Ackse paraUel. 

Nach diesem Pimkt kann die Geschwindigkeit noch 
positiv bleiben. Sie steigt von Null wiederum bis zu irgend 
einem Werte an. Es würde dies etwa dem Fahren eines Eisen- 
bahnzuges und seinem Aufenthalt in einer Station entsprechen, 
wobei wir eine bestimmte Fahrtrichtung als positiv bezeichnen 
(ZWK in Fig. 29). 





Fig. 29. 



Fig. 30. 



ds 
Ist ^ == T7 < 0, SO muß im Laufe der Zeit der Weg immer 

kleiner werden (Fig. 30). Wieder kann auch hier die Ge- 
schwindigkeit an einer Stelle bis Null zunehmen (ihr absoluter 
Wert sinkt dabei bis Null), um dann algebraisch zu fallen, 
bzw. absolut zu steigen (Fig. 31). Fahrt des Eisenbahnzuges 

entgegen der positiven Bewe- 
gungsrichtung. 

Würde aber die ursprüng- 
lich als positiv vorausgesetzte 
Geschwindigkeit bis zu Null und 
hierauf noch weiter abnehmen, 
oder würde umgekehrt die Ge- 
schwindigkeit von negativen 
Fig. 31. Werten (über Null) zunehmen 




§ 16. Beschleunigung. Zweiter Differentialqnotient. 
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zu positiven Werten, so besitzt die ZWK wieder eine zu der 
ic- Achse parallele Tangente; aber jetzt befindet sich die Kurve 
nicht zu beiden Seiten derselben, sondern nur zu einer. Es 
existiert ein Maximum oder Minimum des Weges (Fig. 32). 
Als Beispiele seien angeführt der vertikale Wurf und die 
schwingenden Bewegungen. (Saiten.) 







Fig. 32. 

Endlich sei noch der Fälle Erwähnung getan, wo die 
ZWK Bruchpunkte besitzen würde. An diesen ändert sich 

der Wert von g?, also auch von tg g? = ^ = v, sprungweise. 

Es muß demnach eine Momentankraft (Stoßkraft) in dem ent- 
sprechenden Zeitmoment gewirkt haben (Figg. 33 a und b). 



h 





§ 16. Besohleunigung. Zweiter Differentialquotlent. 

Analoge Betrachtungen wie über die Geschwindigkeit lassen 
sich über die Beschleunigung anstellen, die uns über die Än- 
derung der Geschwindigkeit nach Richtung und Größe belehrt. 
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Erstere Beschleunigimgskompoiieute muß offenbar bei jeder 
krummlinigen Bewegung vorhanden sein, und zwar wird sie 
um so größer sein müssen, je stärker gekrümmt die Bahn er- 
scheint. Sie führt den Namen Zentripetalr oder Normdlhesdhlm- 
nigung. Denn ihre Richtung muß ofifenbar zur Bahnrichtung 
(Tangente) normal sein; sonst ergebe sich eine in die Bahn- 
tangente fallende Komponente, die die Geschwindigkeit wohl 
der Größe, aber nicht der Richtung nach ändern würde. Ihre 
Größe kümmert uns einstweilen nicht. Ihrem Verständnis liegt 
jedoch nichts im Wege. Die die Geschwindigkeit der Größe 
nach ändernde Beschleunigung heißt Bahn- oder Tangential- 
hescJdeunigung. Sie fällt in die Geschwindigkeitsrichtung, also 
die Bahntangente. Reden wir von Beschleunigung schlechtweg, 
so ist gewöhnlich die letztere Komponente gemeint. 

Im einfachsten Fall wird die Bahnbeschleunigung konstant 
sein. Sie kann dann leicht durch die in einer bestimmten, als 
Einheit angenommenen Zeitdifferenz stattgehabte Geschwindig- 
keitsänderung (Änderung der Größe nach) gemessen werden. 
Bei einer ungleichförmig veränderten Bewegung gelangen wir 
wieder über die Definition der mittleren Bahnbeschleunigung 

zur Definition der wahren Bahnbeschleunigung in einem Punkte 
der Bahn oder in einem Äugenblicke, Wir schreiben 

6 = Um6^ = lim^=^, (11) 

d. h. die augenblickliche Bahnbeschleunigung ist der Grenzwert, 
dem sich der Differenzenquotient der Geschwindigkeit nach der 
Zeit nähert, wenn sowohl der Zähler als Nenner gegen Null 
abnimmt, oder kürzer, die augenblickliche Bahnbeschleunigung 
ist der Differentialquotient der Geschwindigkeit nmh der Zeit. 

Praktisch können wir unter der augenblicklichen Bahnbeschleu- 
nigung die mittlere Bahnbeschlexmigung über ein sehr kleines 
Wegstückchen verstehen. 

Dem Ausdrucke für b können wir noch eine andere sym- 
bolische Form geben: 
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ds ds /ds\ /d8\ 

, dv dt ,. dt .. \dt/, \dV. 

dt dt dt Jt 

Da wir nun ^t konstant wählen, also ^t^ = ^t^ (vgl. § 13), 
so ist 

lim i^A - lim (Pi « Hm ^.^^k^L^^h ^ Km -^'^ • 

\dt/^ \Jt)^ At dt 

Wir bezeichnen hierbei die Differenz der Differenzen {/is)^ — {/i^\ 
^ J jds mit J^s. Es folgt 

6 = hm - lim - , 

was weiter gleich, wenn, wir beide Grenzüber^nge gleichzeitig 
Tor sich gehen lassen, 

(gelesen d zwei s durch dt Quadrat). Die ßtige^iblicMiche Bahn- 
heschleunigung ist demnach der ziveite Differentialquotient des 
Weges nach der Zeit. 

Wir finden also, daß 

d^- 

dt [ ..-i i«! T-'i^ » ^ Ol (is\ Ol s /io\ 

—Tj- (was gewöhnlich geschrieben wird ^ ^1 = J7i * (l*v 

Der zweite Differentialquotient des Weges (der abhängigen Va- 
riablen) nach der Zeit (der unabhängigen Variablen) ist gleich 
dem Differentialquotienten des ersten Differentiaiqt^tienten nach 
der Zeit (der unabhängigen Variablen). 

Wir werden später sehen, daß ein konstanter Faktor einer 

Funktion, von welcher der Differentialquotient genommen wird, 

vor das Symbol (dem Differentialquotienten) gesetzt werden kann. 

Nun ist 

d ds d*s A dds 1 dds\ ^ 

Tt dt ^ dt* \ ' ~d¥^di dj) ' 

d. h. dt, als von der unabhängigen Variablen herrührend, kann 
wie ein konstanter Faktor behandelt werden. 

d d^s __ d^s d d^s _ d*s 
didi^~di^'^ Ttdi^^di^ ^^^* 
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II. Differentialquotient und Integial. 



In Newtons Schreibweise ist 

Wir schreiten nun zar graphischen Darstellung im Ge- 
schwindigkeitsdiagramm durch die ,,Zeitgeschwindigkeitskurve" 

(ZGK). (Fig. 34). 

h — h 

6 = lim &^ == £ = lim tg^ == tg<3P . 
Man kleide diese Sätze in Worte! 



v 




yf\^ 






v,^. 


llf! 









1 


t 




t. 


h 






Fig. 34. 



Fig. 36. 



§ 17. Spezielle Fälle. 1. Gleichförmig beschleunigte 
oder verzögerte Bewegung.^) 



& = ^ = konst. = tg 9) 

9 = konst. 

Die ZGK ist eine Gerade, welche durch den Ursprung geht, 
wenn zur Zeit ^ =* auch die Geschwindigkeit gleich Null 
(t; ^ 0) war. Freier Fall. Ist für f = der Wert der Ge- 
schwindigkeit (Anfangsgeschwindigkeit) gleich v^^ so ist die 
Gleichung der ZGK 



t; = tgg?-< + t;Q = 6^-|-i;Q. 



(Fig. 35.) 



1) Eigentlich Bewegung mit konstanter Bahnbescbleunigung (die 
positiv oder negativ sein kann). 



§ 18. Winkelgeschwindigkeit. Winkelbeschleunigung. 



45 



2. Gleichförmige Bewegimg. v « konst = c , Die Z&K 
ißt eine zur Abszissenaclise parallele Gerade. ^S9 '^ 'Ji^^ 
oder der Differentialquotient der konstanten Geschwindigkeit nach 
der Zeit ist Ntdl. (Vgl. § 14.) 

Die Diskussion der ZGE sei dem Leser als Übung überlassen. 

§ 18. Winkelgesohwindigkelt. Wlnkelbesohleiini- 

gung. Den Winkel^ den ein um den festen 
Punkt drehbarer Radiusvektor mit dem 
festen Radiusvektor Ox einschließt, messen 
wir im Bogenmaß. Seine Größe sei q). Dann 
ist die augenblickliche Winkelgeschwindig- q. 
keit um die in senkrecht auf die Ebene 
des Papiers errichtet zu denkende Achse 




X 



Fig. 36. 



03 = 



d(p 
'dt 



= 9; 



(14) 



die augenblickliche Winkelbeschleunigung 

« d(o d d(p d*(p •• 

^ "^ 'di^ dt ~di '~ dV ^ ^ 



(15) 



Die Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung eines Punktes 
im Abstände r von der Rotationsachse ist 



dq> 17 a doi d*q) 

V ^>:^ r(D = r -~ und o = rß=^r-j- = r 



(16) 



dt ^ dt dt* 

Ox führt auch die Namen Null-Radiusvektor und Polarachse. 
Ein Punkt der Papierebene z. B. kann auch bei gegebener Polar- 
achse (Ox) und gegebenem Pol (0) durch seine Polarkoordinaten, 
den Radiusvektor r und die Amplitude 9, bestimmt werden. 

§ 19. Differeiitlalqnotienten einiger Funktionell. 

1. Wie wir bereits gesehen haben ^ ist für s = konst == a der 
Differentialquotient Null. Es leuchtet dies ohne weiteres ein, 

da sich dann s mit t nicht ändert. 

• 

2. s = at 



ds d{at) -,. at^ — at^ 
dt dt t^ — ti 



= lima 






für t^=:ti = t 



a lim r r = a . 



h-h 
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Speziell für a = 1 ist ^ . == ^ =» 1, was wir direkt hätten 
anschreiben können. 
3. 5 = afi 

ds d{at^ ,. a<j* — at^* 

dt dt t^ ti tVLT t^=:ti = t 

== lim a(^ + ^i) = alim (ä, + t^) = 2at, 



4. s = ai^~^ = Y 



d« ^ ^*:'). ^ ^ lim .^ ^ 

dt dt t^ — ti 

..1 a 



1 1 

I 
für t^x=i^ = t 



5. s = at~^ = -4 

t^ 



1 



ds _ diät-") ^^Yim *** *' 



für fj = <i = * 



dt dt t^ — t^ 

=-alim- ^^,^^, -^' 

Aus diesen fünf Beispielen entnehmen wir einstweilen folgende 
drei Regeln. 

1. Der Differentialquotient einer konstanten Größe ist NuM 
(Beisp. 1). 

2. Jeder konstante Faktor kann hei der Bildung des Diffe- 
rentialquotienten herausgehohen werden (Beisp. 2 bis 5). Dem- 

, . . ^ d{at*) d{t^ 

nach ist z. B. ,^ = a -j-r • 

dt dt 

3. Der Differentialqux>tieni einer Potenz ist gleich dem 
Produkte aus dem Exponenten mal der im Exponenten um 1 
erniedrigten Potenz (Beisp. 1 bis 5). Gezeigt für positive und 
negative ganze Exponenten. 

Ferner ist ohne weiteres aus der Entstehungsweise des 
Differentialquotienten klar, daß der Differentialquotient einer 
Summe oder Differenz von Funktionen gleich der Summe oder 
Differenz der Differentialquotienten der einzelnen Teile ist. 
Beispiel: 



§ 19. Differentialqnotienten einiger Funktionen. 
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s '^ at* — bt + c 
da 



dt 



= 2at 



d*8 



dt 



, = 2a. 



Natürlich hätten wir die unabhängige Variable statt mit t 
auch anders, beispielsweise mit x, die abhängige Variable bei- 
spielsweise mit p bezeichnen können. Das letzte Beispiel lautete 
alsdann: 

y = ax* — hx -{- c 

dx 

{sinus und cosinus) Statt s und t schreiben wir hier 
y und X, 

1. y^amax 

,. sino;, — sinj:, I 

= a lim - ^ ^ 

ojj -f- a?! 



dy d(o sin aj) d sin o; 



dx 



dx 



dx 



X, 



X, 



für Xi^x^=iX 



2 8in-^ 



X. 
-^- 008 



= a lim 



a;. 



ic. 



Nähert sich x^ dem a?!, so wird -^— x — ^ eine sehr kleine Größe, 



X, 



X, 



daher sin -^— r — ^*- ^ — - 
gemessen) und wir erhalten 



- (wenn der Winkel im Bogenmaß 



M/9 



x^ 



dy 
dx 



cos 



Äj + ^1 



= a lim 



•Ca ^~~ **/« 



== acosa;. 



Zweite Ableitung: (Fig. 37). 
Eadius OjB = 1. Winkel x im 
Bogenmaß gemessen. 

AA^ = y = sinrc 

AB = 1 • ^Ä = Ax 

CB^ Ay. 

Der Winkel zwischen OB und 
der Tangente in B ist gleich 
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X -{- Jx. Für ein immer kleiner werdendes Jx wird das Bogen- 
stück AB mit der Tangente zusammenfallen und wir erhalten aus 
dem Dreieckchen ABC 

,. CB ,. Jy dy 
lim -TFi = lim -7^ = j— = cos X : 
AB Jx dx ' 

denn lim cos (a; + ^rc) = cosa?, weil der Grenzwert von Jx gleich 
Null ist. 

Ist mm ^ = a sino?, so folgt nach obiger Regel 2 

dy 



dx 

2. y = a cos X 



= a cos a; . 



dy dcosx ,. cosa?a — coso;. 

:t^ = a -— ^ — = a lim ^ 

dx dx x^ — x^ 



für x^^x^ — x 



2 sm -^— - — i- sm -^-4 — - 



= a lim — 



OCa ^~~ *C| 



= — a lim sm -^— ^ — ^ == — a sina? . 

Zweite Ableitung: Analog der obigen. (Fig. 37.) 
y = OA^ = cos a; ; AC = — Jy 
T -4C' ,. Jy dy 

3. y = a cos a? + 6 sin a? 

-7^ = — a sin a; + cos a; 
dx ' 

j-^ = — a cos a? — 6 sm a; = — V . 
Der Leser beachte dieses merkwürdige Resultat. 

§ 20. Einführung in das Integral. In Fig. 38 sei 
eine ZöK gegeben. Wir wollen die Fläche jenes Teiles der 
Koordinatenebene bestimmen, der zwischen der Kurve, der 
Abszissenaehse und den in den Punkten A und B gezogenen 
Ordinaten eingeschlossen ist. Zu diesem Zwecke unterteilen 
wir die Strecke MN in eine Anzahl gleicher Teile, die wir 
als Zeitdifferenzen mit ^t bezeichnen werden. Zeichnen wir 
die Ordinaten in den Teilungspunkten, so ist die Fläche in 



§ .20. Einführung in das Integral. 
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eine Anzahl von Streifen zerlegt. Ziehen wir durch die Kurven- 
punkte ACDB Parallele zu der Abszissenachse, so lassen sich 
die Streifen aus den Rechtecken AA'FM {=^ v - ^t) und den 
Dreieckchen ÄÄ'C^ CCD ... zusammensetzen. Wir nehmen 
dabei die Kurvenstücke AC, CD . . . wegen ihrer Kleinheit 
als geradlinig an. 



V 








M 



*28 



i 



Fig. 38. 



Bezeichnen wir die gesuchte Fläche mit f^ so wird 

wo für V verschiedene, den Punkten A, B^ C . . . entsprechende 
Werte einzusetzen sind. 

f— Uv ' Jt = Z der Flächen der Dreieckchen AA'C . . . 

Je kleiner ^t genommen wird, desto kleiner wird die 
Flächensumme der Dreiecke. Lassen wir ^t gegen Null ab- 
nehmen, so wird diese Summe auf die die Gesamtfläche f be- 
grenzende Kurve zusammenschrumpfen, d. h. sie wird Null. 
Wir können dies mathematisch auch folgendermaßen festlegen: 
Bezeichnet (z/v)niax die größte Differenz ^Vy die einem ^t 
entspricht, und ist die Anzahl aller Dreieckchen m, so muß die 

Flächensumme der Dreieckchen sicher kleiner als m ^^ " 

Tesar, Differential- u. Integralrechnung. a 
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sein. Dieser Ausdruck ist, weil m -^t ^ MNy gleich 

MN ' - — ^^' Nimmt nun ^t gegen Null ab, ist also 

lim Jt — 0^ so ist auch lim ^v = (was natürlich auch für 
das maximale (-^t;)max gilt). Die Flächensumme der Dreiecke 
ist in der Grenze mithin NuU. Daher wird in der Grenze 
auch der gesuchte Flächeninhalt gleich der Summe der Flächen- 
inhalte der Rechtecke sein. Wir können schreiben 

/*= lim 2Jv • ^t. 

Wir benutzen ein neues Symbol. Wir setzen 

lim Uv ' jdt ^ l vdt] 

(zu lesen Integral vdt). Das von Leibniz herrührende Zeichen/ 
ist entstanden aus S und bedeutet (wie 2J) soviel wie Summe. 
Das Symbol dt deutet uns an, daß wir jenen Grenzwert der 
Summe zu bilden haben, der sich ergibt, wenn ein unterteiltes 
Stückchen der Strecke MN gegen Null konvergiert. 

Um noch anzuzeigen, zwischen welchen Koordinaten die 
Fläche bestimmt wird, oder wie wir sagen, zwischen welchen 
Grenzen das Integral zu nehmen ist, fügen wir die Anfangs- 
und Endwerte der Abszissen, die jy Grenzen'^, imten und oben 
an das Integralzeichen an. Wir erhalten dann 






dt, ' (17) 



Die Anhängung der Grenzen führt auf Fourier zurück. 

Man kann auch die Anfangs- und Endwerte der Ordinaten 
als Grenzen benutzen; doch geschieht dies nur in besonderen 
Fällen. 

Die Grenzwerte, denen die einzelnen Rechtecke zustreben, sind 
wie lim Jt gleich Null. Doch handelt es sich uns nicht um ein 
einzelnes Rechteck, sondern um die ganze Rechtecksumme und den 
Grenzwert, dem dieselbe zustrebt. Und dieser Grenzwert ist, wie 
die Figur lehrt, gleich der gesuchten Fläche. Man behalte immer 
im Auge, daß (analog wie beim Differentialquotienten) das Symbol 



/ 



vdt als Ganzes definiert wurde. 



§ 20. Einführung in das Integral. 51 

Wir haben bislang ein sogenanntes „Flächenintegral^^ be- 
handelt. Wichtig ist für uns auch das ,yLinienintegraV^ , Es 
ist z.B. MN ^ U^t. Für immer abnehmendes ^t folgt in 

der Grenze 

t 

lim z/^ = jdt = MN -=^t — tQ, (18), 

Das Symbol dt führt den Namen „Differential^^ . Wir erhalten 
die Regel: Das Integral eines Differentials ist gleich der Diffe- 
renz der Grenzen. Auf diese Regel gründet sich das ganze 
Rechnen mit Integralen. Denn sollen wir z. B. oben f als 
Funktion von t ausdrücken, mit der wir bequem rechnen 
können, so müssen wir imstande sein, das Integral auszuwerten 
(zu berechnen). Wären wir in der Lage, vdt als das Diffe- 
rential irgend einer Funktion, z. B. als dz z\jl schreiben, welche 
Funktion für t^ gleich z^, für t gleich z werden würde, so 

t z 

hätten wir sofort 1 vdt ^ f dz = z — Zq, Dieses schwierig 

aussehende Problem gestaltet sich für unsere elementaren Fälle 
höchst einfach, wenn wir das schon über die DifiFerential- 
quotienten Gelernte heranziehen, in deren Zähler und Nenner 
sich ebenfalls Diflferentiale vorfinden. Bei dieser Gelegenheit 
sei eine wichtige Bemerkung gemacht. Wir haben als Grenz- 
wert des DiflFerenzenquotienten definiert 

ds , >. 

Diese Gleichung wird häufig geschrieben 

ds = vdt, (b) 

d. h. wir rechnen mit Differentialen wie mit beliebigen Zahlen 
Gleichung (b) ergibt aber nichts anderes als einen Zusammen- 
hang zwischen den gewählten Symbolen. Hierbei müssen wir 
uns immer vor Augen halten, daß wir unter der Gleichung 
(b) nichts anderes als die Gleichung (a) zu verstehen haben. 
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II. Differentialquotient und Integral. 



jLrrtnmer können dadurch nicht hervorgerufen werden."^) Mit 
Benutzung von (b) ergibt sich 



t 9 

f = \ vdt = I ds = s — 



'0 9 



(19) 



d. h. in der ZGK entspricht dem in der Zeit t — t^ zurück- 
gelegten Weg das von der Kurve, der Abszissendchse und den 
t und t^ entsprechenden Ordinaten eingeschlossene Flächenstück. 

Beim zweiten Integral wurden die t und ^q zugehörigen 
Grenzen s und Sq eingeführt. 

Der eben abgeleitete Satz ermöglicht uns die Behandlung 
jener Fälle, bei welchen sich die Fläche leicht bestimmen läßt. 

Bei der gleichförmigen Bewegung (die wir der Kontrolle 
halber zuerst behandeln wollen) ist die Z6E bekanntlich 
eine zur Abszissenachse Parallele. Die Fläche ist also das 
Rechteck c(t — t^^, worin c die konstante Geschwindigkeit be- 
deutet. Es folgt 

s-SQ^c(t — to) 

oder wenn wir für die Zeit ^o ^ ^ ^®^ Weg 5q = festlegen, 

wenn sich also zu Be- 
ginn der Zeitzählung 
das Bewegliche im Weg- 
anfangspunkte befindet, 
ist 

das bekannte Gesetz. 

Bei der gleichfor- 

^. ^, miff veränderten Bewe- 

Fig. 39. ° 

gung ist die ZGE eine 
Gerade. Für den freien Fall ist für ^ = auch t? = 0. Die 
Gerade geht durch den Ursprung (Fig. 39). Daher ist 




1) Dölp- Netto, Aufgaben zur Differential- und Integralrechnung 
(Gießen 1898). Seite 8. 



§ 20. Einfühnmg in das Integral. 
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„Zeitbeschleunigungskurvef^ Tragen wir statt der Geschwin- 
digkeiten die Bahnbeschleunigungen als Ordinaten und die 
Zeiten wieder als Ab- 
szissen auf, so gelangen Jt 
wir durch die Verbin- 
dung der einzelnen dar- 
stellenden Punkte zur 

Zeitbeschleunigungs- 
kurve (eigentl. Zeitbahn- 

beschleunigungskurve). ^ 

(Fig. 40.) Die Fläche 
ist hier 




Fig. 40. 



f=ßdL 



to 



Da 



so folgt 



hdt = dv, 

t 



hdt. 



(20) 



Man kleide diese Gleichung in Worte und wende sie auf die 
gleichförmig veränderte Bewegung an. 

Bevor wir uns weiteren physikalischen Anwendungen des 
Integrals zuwenden, wollen wir tiefer in seinen mathematischen 
Charakter eindringen. Wir legen unserer Betrachtung ein 
Achsensystem mit den 
gewöhnlichen x- und y- 
Koordinaten zugrunde 
(Fig. 41). Die Koordina- 
ten der einzelnen Punkte 
seien 

Die von der Ordinate 
AM = y^ bis zur be- 
liebigen Ordinate PC=y 
gerechnete Fläche ist Fig. 41. 
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eine Funktion der Abszisse x von C, Mit x ändert sie sich^ und 
jedem Werte von x gehört eine bestimmte Fläche zu. Be- 
zeichnen wir diese Funktion mit f, so ist sie als Fläche 
AM PC nach früherem 



f=J ydx. 



(21a) 



Bezeichnen wir den Flächenstreifen PQCD, wobei wir 
CD der Kleinheit halber als geradlinig annehmen, mit z//) 
so ist 



zJf= ^x-y + 



2 



Jx y^ 2 ' 

dies gibt für gegen Null abnehmendes ^x (also auch z/y und 
^f)j d. i. für den Grenzübergang 

'/i = y, (21b) 

weil das Glied lim -^ Null wird. Der Differentialquotient der 

als Funktion von x betrachteten (von einer fixen unteren Grenze 
an gerechneten) Fläche nach x (der oberen Grenze) ist gleich der 
Ordinate. 

Dieser Satz führt uns nicht nur zu einem bequemen Weg 
der „Integration" (Aufsuchung des Integrals), sondern auch 
zu einer Hauptaufgabe dieser Operation, nämlich zur Flächen- 
bestimmung. Bleiben wir bei dem behandelten Falle (Fig. 41), 
so haben wir, um die Fläche zu erhalten, eine solche Funktion 
zu suchen, deren Differentialquotient nach der Abszisse x die 
Ordinate y liefert. Indessen dürfen wir hierbei ein wesentliches 
Moment nicht außer acht lassen. Für den Punkt Ä^ also die 
Abszisse x^y ist /*=0.^) Wäre aber die erhaltene Funktion, 
die wir etwa niit F bezeichnen wollen, für x = x^ nicht Null, 
sondern J\, so ist z. B. das Flächenstück AM NB gleich 
i^2 — jPi ; hierin bedeutet F^ den Wert der Funktion F für 
den Punkt Bj d. i. für x = x^- Die bis zu einer beliebigen 

1) Man vgl. die oben für f gegebene Definition als Funktion von x. 
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Abszisse x gerechnete Fläche ist gegeben durch f=^F—F^. 
Es drängt sich uns bei dieser Überlegung folgende Frage auf: 
Da auch die Funktion F der Gleichung (21b) entsprechen 

j /• iJ TT 

muß^ ist -j = -^-~ ; muß dann nicht auch f=F sein? — Keines- 

wegs. f und F können sich nämlich um einen konstanten 
Posten unterscheiden. Ein Beispiel wird dies klarmachen. 
Es sei 

dx dx ' dx dx dx ^^ dx 

Weil der Differentialquotient einer konstanten Größe Null ist 
(§ 19, Reg. 1), so haben zwei Ausdrücke, die sich nur um einen 
konstanten Summanden unterscheiden, gleiche Differentialquotienten, 
und uwgekehrty sind die Differentialquotienten zweier Ausdrücke 
gleich, so unterscheiden sidi diese nur um einen konstanten Sum- 
manden. Dieser konstante Posten ist beispielsweise in der 
Gleichung 



f^Jydx^F-F, 



eben F^, der dem Punkt A entsprechende, sich mit x (Punkt C) 
nicht ändernde Funktionswert von F, Doch weiteres hiervon 
später. Jetzt wollen wir uns eine Anzahl von Integralformeln 
zusammenstellen. 

§ 21. Integralformeln. 1. Ein konstanter Faktor kann 
vor das Integralzeichen gehohen werden, 

X X 

I adx = a I dx = a(x — Xj) =» arr — ax^. 



X. 



Es folgt dies einerseits aus der Definition des Integrals 
als Grenzwert einer Summe; andererseits können wir schreiben 



TP dF 

ax ^ F .•.,-= a 

ax 



in Übereinstimmung mit (21b), da hier y den Wert a besitzt. 
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X 



2. / xdx =^ — 



^1 



Denn 



TP X* dF 1 d{x^ 

2 ' ' dx 2 dx 



Zu demselben Besultate gelangen wir auch derartig: 



X X 

s 



Jxdx =fd (f) = 



Ebenso ist 



Xi Xi 



X 

f 






X 
X / X 



fi - {-fo (i)) - (i - ^) > 



3/1 3? 

X 



dx 



f. 

x^ 



\2x^ 2x^V 



Das Integral einer Potenz ist gleich dem Produkte aus der im 
Exponenten um 1 erhöhten Potenz mal dem reziproken Werte 
des neuen Exponenten. Gezeigt für positive und negative ganze 
Exponenten. 

•• i d oc 

Der Leser wird bei seiner Übung auf den Fall / 



X 



a?! 



stoßen. Den lasse er einstweilen aus. Dieses Integral erfordert 
eine Separatbehandlung. 



X 



3. / ^mxdx = — cosiT + cosiP^. Beweis! 

Xi 

X 

I cosicda? = sinx — sina?!. Beweis! 
Für x^^O folgt 



X 



I siRxdx = 1 — cos X = 2 sin^ -^- ; / cos x dx = sin x , 





§22. Quadratur ebener Flächen. 
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Der Leser vgl. auch im \ nachfolgenden § 22 Beispiel 5. 
4: Das Integral einer Summe oder Differenz ist offenbar 
gleich der Summe oder Differenz der Integrale der Posten. 

X X 

I (ax^. + 6 — t)dx^ j iax^dx + hdx ^ dx\ 

X X ^ X 

= / ax^dx + I bdx — I ^ dx 

Xy ari ar, 

Die Aufsuchung des Integrals und die Bestimmung des 
Differentialquotienten sind nach dem ehen Entwickelten inverse 
Operationen. Da die erste Operation hauptsächlich mit dem 
Problem der Quadraturen (der Flächen- 
bestimmung); die zweite mit dem 
Tangentenproblem zusammenhing, so 
werden auch diese beiden Probleme 
als inverse bezeichnet. 



§ 22. Quadratnr ebener Flä- 
chen. 1. Dreieck. Zur Kontrolle für 
unsere Überlegungen suchen wir die 
Flächen des Dreiecks und des Kreises. 
den Ursprung gehende Gerade. 

y = mx 




Fig. 42. 
(Fig. 42.) Eine durch 



XX X 

ydx= I mxdx '^^ m j xdx= • 





Direkt wäre leicht gefolgt: 

/ o 



xy mx' 
2 ^ ~2 



2. Kreis (Fig. 43). Wir benutzen zur Lösung Polarkoordi- 
naten. Der Flächeninhalt eines kleinen Sektors vom Zentri- 
winkel ^(p ist nahezu 
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Im Grenzfall gilt streng 



rA^ • r 






dtp 



2/r 



f = J J d^ , 





da die Grenzen der Amplitude g? = und 9? = 2^ sind. Es 
ist weiter 




2;r 








Fig. 43. 

3. ParafteZ (Fig. 44). 



Fig. 44. 



^^ = 2py 



XX X 

ydx=J ^^ dx = ^-^ j x-'dx = g^ = ^-. 



Die Fläche, die die Parabel mit der Ordinatenachse einschließt, 
ist demnach 



fi-^y 



xy 



xy 



4. y = ^, • (Fig. 45.) Das Flächenstück 



X 



ABMN 



^f^C\dx^-^+ ' . 

J X^ X x^ 



§ 22. Qaadratur ebener Flächen. 
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Für immer größer werdendes x wird — stets kleiner, um für 

lim a? = cx) gleich Null zu werden. Oder das Plächenstück, 
welches sich vom Punkte A nach rechts ins Unendliche er- 
streckt, ist endlich, und zwar numerisch gleich der reziproken 
Abszisse in A, Es wird uns dies weniger wunderbar vor- 
kommen, wenn wir im Auge behalten, daß die mit wachsen- 
dem X aufeinanderfolgenden Ordinaten immer kleiner und 
kleiner werden. 

Die Fläche, die sich von A nach links gegen die Ordi- 

natenachse erstreckt, ist (wenn wir nur absolute Werte 

der Flächen in Betracht ziehen). Für a; = wird diese Fläche 




M N 



Fig. 46. 



unendlich groß. Wir können auch sagen, die Maßzahl der 
Fläche übersteigt jede beliebige, noch so große Zahl, wenn 
wir uns nur genügend nahe an die ^ -Achse begeben. 

5. Sinus(Cosinus)Unie. Bevor wir den Flächeninhalt der 
Kurve y = a siahx bestimmen, müssen wir noch einiges über 
den Differentialquotienten derartiger Funktionen nachtragen, 
die von zusammengesetzten Ausdrücken von x (in diesem Falle 
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von bx) abhängen. Wir führen da eine j,Hilfsvariäble^' ein, 
z. B. -2? = ix. Dann ist 

dy dBmfbx) dBiaz 

;^ = a - ,- = « — , 

dx dx dx 

Nun ist aber auch 

T dz j dz 

dx h 

dy d sin z , d sin z ^ , , 

T^ == a — j — = ao — -j — = aoQOBZ = aocosox, 

dx dz dz 

T 
Man leite ab: aus y = acos&x 



Man zeige^ daß für 



dy 7 . T 

~- = — a 6 sin 6a?. 
dx 



^ cos ^ -^ 

dy i cos /, , N 

.- = ab . (ox + c). 

dx — sm ^ '' 



Bei der Quadratur der von y =^ amibx begrenzten Fläche 

b 



von X = bis x — -. (Wellenberg) haben wir 



f = \ ydx = a l mnbx ' dx . 





Wir führen neuerlich die Hilfsvariable z ^bx ein. Dann 
ist dx =^ —. ' Wir müssen aber die den Grenzen von x ent- 



sprechenden Grenzen von z festlegen. Für x = ist z ^ 0, 
für oc == j- folgt z = 7t. Wir erhalten mithin 

^ / . dz a i . , a 

f=alBmZ' , = ^ I smZ' dz = , cos ;8r 

Ü 



171 

1) Der Ausdruck cos z ist gleichbedeutend mit cos n — cos 0. 





§ 23. Quadratur dei Eugelfläche. 
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Warum integrieren wir nicht über Wellenberg und Wellen- 
tal? Weil die Ordinaten in beiden entgegengesetztes Zeichen 
haben. Die Flächen bekämen ein verschiedenes Vorzeichen 
und würden sich zu Null ergänzen. Uns ist es indes nur um 
deren absoluten Wert zu tun. Wäre es beispielsweise Aufgabe, 
die absolute Fläche zweier Wellenberge und eines eingeschlossenen 
Wellentals zu bestimmen, so würde man — symmetrische Ge- 
stalt der Kurve bzl. der a;-Ächse vorausgesetzt — die Fläche 
eines Wellenberges einfach mit 3 multiplizieren. 

Unter dem Mittelwert m der Funktion y verstehen wir die 
Höhe desjenigen Rechteckes, das bei gleicher Basis dem Wellen- 
berge flächengleich ist (Fig. 46). Also 



m • , = 



h 



m = 



2« 

h 

2a 

n 



§ 23. Quadratur der Kugelfl&ohe. (Fig. 47.) Wir 
denken uns um die Kugel Kegelstümpfe von sehr kleiner Höhe um- 





Fig. 46. Fig. 47. 

schrieben. Der Mantel des in der Figur gezeichneten Stumpfes ist 

z/0 = 27cr • R^q) = 2%R^co8(p^(p^ 

In der Grenze bei gegen Null abnehmendem z/^, also auch 
gegen Null abnehmender Höhe der Stümpfe wird die Summe 
ihrer Mäntel gleich der Kugelfläche sein. Also, wenn wir be- 
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denken^ daß sich die Gesamtfläche aus beiden Hemisphären 
zusammensetzt; 

n n 

= 2 ' j 27t B^ cos q)d(p = AtcR^ I co8(pd(p 



7t 

== 4:7t R^ sin op = 47t R\ 



Für eine Kugehone, die sich von 9? = bis qj erstreckt, ist 

0=2;riJ^ 1 C08 (p d(p ^2 TtIP Bin (p =27tR^smq) = 27tRh. 


% bedeutet hierin die Höhe der zugehörigen Kugelschicht. 
Es ist leicht einzusehen, daß dieselbe Formel ebenfalls für 
eine Zone gilt, die teilweise auch auf die untere Hemisphäre 
zu liegen kommt. 



Tt 



Für eine Kalotte, der die Grenzen (p und — entsprechen, ist 



n 

2 ^ 

2 



9 



= 27ilt^ I cos q)dq) = 2;ri?*sin9? 

= 27t R\l — sin 9?) = 27t Rh. 
h ist die Pfeilhöhe der Kalotte. 

§ 24. Kubatur^) von Botationsflächen. (Fig. 48.) Wir 
zerlegen durch Parallelebenen den Körper in dünne Scheibchen 
von der Höhe ^x. Das Volumen V wird sich als die Summe 
aller dieser Scheibchen ^ V ergeben. Wir können diese an- 
genähert als Kegelstümpfe auffassen. Der Fehler wird um so 
kleiner, je kleiner wir ^x wählen. Er wird beim Grenzüber- 
gang (vom Differenzen- zum Diflferentialquotienten) schließlich 
Null. Es ist 



1) Yolumsbestimmung. 



§ 24. Enbatar von Rotationsflächen. 
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= ~ ^x(Sy^ + dy^y + {Jyf) . 



3 






Tcy^ + ny^y + ^i^yy, 



beim Grenzübergang fallen aber die zwei letzten Glieder als 
Null fort, und es bleibt 



dV 5, 



/■ 



%y^dXy 



d. h. wir können uns die Scheibchen auch als Zylinder vor- 
stellen. Es ist dies im Grunde das Cavalierisdie Prinzipi 

y 





Fig. 48. 



Fig. 49. 



Zwei Körper sind inhaltsgleich, wenn sie durch eine parallel 
zu sich selbst sich fortbewegende Ebene stets in flächen- 
gleichen Figuren geschnitten werden. 

1. Kreiskegd. (Fig. 49.) Ofi&iungswinkel a. 

y = a: tg a 



-I 



X' 



%x^ tg^ a Ja: = Jt tg^ a • ^ = ^^ ^ 



die bekannte Formel. 

2'. Wie verhalten sich die Volumina vom Kreiszylinder,. 
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Bototionsparaboloid und Ereiskegel mit gemeinsamer Basis 
imd gleicher Höhe? 

Volumen des Zylinders: Vg = ^r^h, 

Volumen des Kegels: Vj^=^ \ ^r^hy 



Volumen des Paraboloides: V. 



p 



y^ = 2px', 



n 

= I ny^dx. 

Ü 



p können wir durch die gegebenen Stücke r und h ausdrücken: 
(Fig. 50.) 



.8 



y* = V X 



2ph, 

h 








Fig. 50. 



Fig. 61. 



3. BotationseUipsoid, (Fig. 51.) Die Rotationsachse ist die 
Ordinatenachse. 

b 

r= 2 • jnx^dy, 





a' • b 

b 



V=1x^J(h'-f)dy==2n -J-! (ft* • 6 - -^) = i- ^a'h. 



§ 25. Seitendruck. 
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Für die Kugel ist a = 6 

§ 25. Seitendruck. In 
einem von einer lotrechten 
rechteckigen Wand begrenz- 
ten Gefäße stände Flüssigkeit 
von der Höhe h, Ihr spezi- 
fisches Gewicht sei s. Wel- 
chen Druck übt sie auf die 
Seitenwand, deren Breite h 
ist, aus? (Fig. 52.) 

Nahezu ist die Kraft, 
die auf ein Flächenelement 
& • jdx im Abstände x von 
der Oberfläche wirkt, 

^B, = h^x ' X 




Fig. 52. 



Jx 



= bs ' X, 



was im Grenzübergang genau liefert 

dB 
dx 



= hsXj 



R 



-f 



bsxdx = bs 



Zur Bestimmung des Angriffspunktes benutzen wir den Mo- 
mentensatz: Das Drehmoment der Resultierenden um eine 
Achse muß gleich der Summe der Drehmomente der Kompo- 
nenten sein. Als Komponente fassen wir die oben gegebene 
Kraft ^R auf. Ihr Drehmoment ist bzJx-x-s-x = bsx^^x. 
Das Drehmoment der Resultierenden ist Ry, wo y ihren Ab- 
stand von der Oberfläche bedeutet. In leicht verständlicher 
Weise folgt: 



Ry^f 



bsx^dx = 



hs¥ 



Tesaf, Differential- u. Integralrechnung. 



66 n. DifPerentialquotient und Integral. 

d. h. die Kraft greift in dem unteren Drittel der Mittellinie 
des Rechtecks an. Woher wissen wir, daß der Angriffspunkt 
der Kraft in der Mittellinie liegt? 

§ 26. Schwerpunkt. Die Koordinaten des Schwerpunkts 

X 

y werden aus den bekannten Gleichungen Umx^xUm usw. 
z 
bestimmt, m bedeutet hierin ein Massenelement. Eigentlich 

sollte aber das Summenzeichen durch das Zeichen / ersetzt 
werden^ da die Herleitung der Gleichungen lehrt; daß sie nur 
im Grenzfall genau gelten. Schreiben wir das Massenelement 
nun ^m, so folgt 

und im Grenzfalle genau 

M 

vdm 


M 

C dm 



Jxd 
X = 



Ü 






Da wir die Integration über den ganzen Körper auszuführen 
haben, so ergeben sich als Grenzen und Jf ; hierbei bedeutet 
M die gesamte Körpermasse. Natürlich ist 

M 

dm == M, 

Ü 

Zur Berechnung des Zählers schreiben wir, einen homogenen 

Körper vorausgesetzt, 

Am = yi/il 
oder 

Am = \iAf 
oder 

Am = ^Av, 

je nachdem der Körper als Linie, als Fläche oder als Volumen 
gedeutet werden kann, ft ist die konstante Masse pro Längen-^ 



§ 26. Schwerpunkt. 
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Flächen- oder Yolumsemlieit. Die Schwerpunktskoordinaten 
bestimmen sich alsdann aus: 



Linie: 

/. L 

lij'xdl Cxdl 



X = 











_ 



(iL 

Jydl 
TT 



Fläche: 
Jxdf 



Volumen: 

V 

Cxdv 



X = 



• • • 



• • 



Kreisbogen. (Fig. 53.) Zentriwinkel 2 a, Erstens liegt der 
Schwerpunkt in der Symmetrieachse. 
Länge L = 2ra. 

x = r cos (a — <p) 

L %a 

Cxdl Cr*co%{(x — q>)dq> 2a 

x = ^-.^- = = ^ Tcos (« — (p)d(p. 



2ra 




Fig. 63. 

Wir substituieren 9 — a =« ;8: ^) ; dg) = dz (a ist konstant!). 



1) Würden wir a — (p ^^ z setzen, ao gelangten wir zu demselben 
B;e8ultat; nur würde im Laufe der Rechnung das Integral ein negatives 
Vorzeichen erhalten. 

6* 
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U. Differentialquotient und Integral. 



+ a 



X 



-fj' 



^2a 



a 



r . . . , .V sina 

= -— (sin «-— Sin (—«)) = r 



— a 



Bezeichnen wir die Sehne mit s, so ist 

s = 2rsina, 
X - L = r ' s, 

2r 



Für a = 90^ wird x 



7t 



Zur Bestimmung des Schwerpunkts von Linien und Flächen, 
wie auch zur Quadratur und Kubatur von Rotationsflächen 
leisten folgende Regeln oft wichtige Dienste. 

§ 27. Gtüdins oder baryzentrische Regel. 1. Die 

Oberfläche eines Rotationskörpers 
ist gleich der Länge der Meridian- 
kurve mal dem Wege (Kreise), 
welchen der Schwerpunkt dieses 
Meridians bei der Erzeugung der 
Fläche beschreibt. (Fig. 54.) 

Die Fläche setzt sich aus den 
Mänteln von Kegelstümpfen zu- 
sammen (vgl. § 23). Ein solcher 




Fig. 54. 



Mantel ist 



^0 = 2;rr.z/Z, 

L 

0^2% I rdL 



Bedeutet aber f den Abstand des Schwerpunkts des Meridians 
von der Achse, so ist 



/ 

ü 



rdl = r ' L, 



= 2jtf • L. 



Hierdurch ist Satz 1 bewiesen. 

2. Das Volumen erues Rotationskörpers ist gleich der 
Fläche eines erzeugenden Querschnitts mal dem Wege (Kreise), 
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welchen der Schwerpunkt dieser Fläche bei der Erzeugung be- 
schreibt. (Fig. 54.) 

Ein aus dem Querschnitt herausgeschnittenes Flächen- 
element /If beschreibt bei der Drehung einen zylindrischen 

Bing vom Volumen 

JV^27trJf, 

F 

F=2;r i rdf^2nf'F. 



r bedeutet den Abstand des Schwerpunktes der Fläche von der 
Achse. Hierdurch ist auch Satz 2 bewiesen. 

§ 28. Tr&gheitsmoment homogener Gebilde. Gewöhn- 
lich wird das Trägheitsmoment eines Körpers bezüglich einer 
Achse geschrieben Umr^. m bedeutet die Größe eines Massen- 
elements, das sich im Abstände r von der Achse befindet. 
Bezeichnen wir hingegen ein Massenelement mit ^m, wie 
oben beim Schwerpunkt, so schreiben wir das Trägheitsmoment 
in der präzisen Form 

M 

r^dm, 



Die Integration erstreckt sich natürlich über die ganze Masse M. 
Der sogenannte Trägheiisradius k ergibt sich aus der 
Gleichung 

Mk^ =» / r^dm, 
6 

Ahnlich wie bei der Schwerpunktsbestimmung wird das Träg- 
heitsmoment für einen als Linie, Fläche oder Volumen auf- 
zufassenden homogenen Körper die Gestalt annehmen 

L F r 

ft j r^dl] (i I r^df- fi 1 r^dv, 



Für ein ebenes System ergibt sich ein bequemer Hilfssatz. 



f 
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n. Differentialquotient und Integral. 



(Fig. 55.) Das Trägheitsmoment für eine zu dieser Ebene senk- 
rechte Achse ist 

Ja Je Je Jb 

C = / r^dm = / (a;^ + y^)dm = / x^dm + / y^dm =^ B + Ä, 

U 

wenn A und B die Trägheitsmomente für die x- bzw. y- Achse 

bedeuten. Ist A^ B, so ist C = 2A und ^ = - . 

1. Kreis vom Radius a. Für eine durch den Mittelpunkt 
senkrecht zur Kreisebene gehende Achse ist r = konstant = a, 

M 



c 



= a^ f 



dm = Ma^. 



9J 

u 



Für einen Kreisdurchmesser als Achse ist 

. C Mo" 





Fig. 65. 



Fig. 66. 



2. Kreisscheibe vom Radius a. Achse durch den Mittel- 
punkt senkrecht zur Scheibenebene. (Fig. 56.) 



C 







Als Flächenelement wählen wir den Kreisring der Dicke z/r, 
vom (inneren) Radius r. 
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- = 2ütr + 7C/ir, für lim Jr « wird 



» 2 Ar, 








Da Jf = [iTcd^, so ist C « ^ ^— • 

Das Ti^gheitsmoment für einen Durchmesser als Achse ist 

^ = Y = -^- 

3. Zylinder vom Radius a. Trägheitsmoment für seine 
Achse ist ebenfalls 

Denn denken wir uns ihn aus dünnen Scheibchen der Masse 
^M zusammengesetzt, so ist G gleich der Summe der Träg- 
heitsmomente der Scheibchen. Letzteres ist aber um so ge- 

nauer — ^ — , je dünner die Scheibchen sind; daher 

C = lim2:^^^^'^f^^^ = ^^. 

u 







H — I Sk 



Fig. 67. 

4. Stab unter Vernachlässigung der Dicke. Länge 2 a. 
(Fig. 57.) Trägheitsmoment für eine senkrecht zur Stange durch 
den Schwerpunkt gehende Achse. 



C 



a 

= 2fA / x^dx, 
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II. Differentialquotient und Integral. 



wenn wir das Längenelement statt mit /dl mit ^dx bezeichnen. 

^ 3 |o ^ 3 3 

Für eine parallele Achse, die durch einen Endpunkt geht, ist 
nach dem Steinerschen Satz^) 

wo L die Stablänge bedeutet. 



y 







Ay 



X 



Fig. 68, 



Für den Stab selbst als Achse ist 
wegen Vernachlässigung der Dicke 
-4 = 0. 

5. Rechteck von der Länge 26 und 
der Breite 2 a. (Fig. 58.) Wir wollen 
zuerst A und B als Trägheitsmomente 
um Achsen in der Rechteckebene 
parallel zu. den Seiten 2a und 26 
bestimmen und hierauf C = A + B. 

b 

A = 2iijy'df. 

Ü 



Wir zerlegen in Streifen parallel zur ic- Achse und erhalten: 

b 

3 



b 

y^dy = 4a.tt - = Jf - 



analog 



B^M 



a 



§ 29. Beispiele. 1. Bestimmung von Differentialquotienten. 

dy was häufig auch , d*y " a 

dx geschrieben wird " dx* " 



1. y = ax 



1) Das Trägheitsmoment eines Körpers um eine Achse ist gleich 
dem Trägheitsmoment um eine durch den Schwerpunkt gehende Parallel- 
achse vermehrt um das Produkt aus Masse mal dem Quadrate des Ab- 
standes beider Achsen. 









§ 29. Beispiele. 


2. y = ax^ 






y — 2ax 








f a 

y 


4. y = ax 


+ h 




y —a 


5. y — ax 


h 




y==a 


6. y = 2x^ 


— 3x 


+ 2 


y = 4:X — 5 


7. y^äf 






y' = lim ^* " 
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y"- 


2a 


y - 


2a 


y 





y - 





n 

y 


4 


xf — af( 





x, =x, 



Der Klammerausdruck besitzt n Summanden, die beim 
Grenzübergange (x^=X2 = x) alle gleich x^~^ werden. Es 
ist mithin , „ . „ . ... 

Freilich ist hier der Nachw.eis der schon früher gegebenen 
Regel nur für positive ganze n geliefert. Für negative ganze 
Werte ist 



8. y^x-^^-^ y'^lim^ ^ = lini^i--^— i-^ 

^ X» ^ ^^^^^ x^—x^ x^-x, x^xq 

n-x»-^ _ , n 

X2n '*"^ iC^ + l 

y"= n(n + l)x~"~^ 

_ n(n + l) 

/pn + 2 

Für gebrochene Exponenten gilt dieselbe Regel, wie wir an 
einem speziellen Beispiele zeigen wollen: 

^' y = V^ = ^^ od^r y^ = X. 

Da der Differentialquotient beider Seiten gleich sein muß (wie 
es ja in allen bis jetzt behandelten Aufgaben der Fall war), 
so folgt 

2v^ = — = 1 
^ dx dx ' 

11 1 _i 1 1 ,, 1-1 11 

^ 2 y 2 2-|/^^ 4 ^^Yx 

10., -y^ /-]T/f f=-i-,y^■ 
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Integral. 




11. y^Vx 


/ 1 ^ 




f- 


2 1 


12. y^-x^Yx-X^ 


y - 2 V'»'''- 2 *^ 


y- 


Vvs. 


13. y(ax + by 


y'-2a»a; + 2a6 




y"- 


2a'' 


= a^x'- + 2abx = 2a(ax + h) 








oder 










— (ax + 6) 


j^ 2. 






•• 


y^Z^ 


dz 
dx 

dy dy c%^„ 
dx dz 

= 2a(aa: + 6). 






1 


14. y = (ao? — hy 


y=3a(aa: &)« 




f- 


^a^{ax — 6). 


15. j/ — sin a; cos x 


y — cos 2x 




f- 


: — 2 sin 2a?. 


sin 2 a; 
2 










;^ - 2a: (§ 22). 


• 








16. V = sin — 


, 1 X 

y — — cos — 
^ a a 




f= 


1 . X 

i sm — 


a; 










;2f = — 

a 










17. y = sm^ir 


y'-0 + sm2x 




y"- 


2 cos 2x 

• 


1 — cos 2a; 
2 
oder 


— sin 2x 
















sin X =^ IS 


dz 








y -z^ 


dz 

-5— — cos a? 

dx 

dy dy 

-j^ = -, - • cos X 

dx dz 










= 2sina;cosa: = 


sin 


2x 




18. y — cos^ X 


y' = — 3 sin a: cos 


^x. 






z =« cos a:. 











§ 29. Beispiele. 
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X 

2. Integration. 1. / aafdx = - ^ x"" 



+1 



X 

o /*/r s t 1 1 2\ , /5a;* 7ic* a; 2\a: 



X X 

3. I aYxdx = a I x^ax =~^x^ ^-^xYx 

Xi Xi 

J yx \x. 



X 

Xn 



X 



5. / (ax + b)dx = / (axdx + bdx) = (^ + 6a;j 



«1 
oder 



= ax + b 



z 



«1 



= yH+2«»< 



6. / sin m^ • rf^ = cos mt\ • 






7. / cos m^ • d^ = — sin mt 

m 

Y T 



8. J sin« ydy = ^j (1 — cos 2y) dy = y (y - y sin 2y)^ = 





4 



n 



9. I coß^ ydy ==Y' 



3. Qnadratur. 1. EZZipse (Fig. 59 a) 



F 



= 4 / y da? 
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X = a sin. q)y y = b cos 9? 

F = 4a6 1 cos^ 9? t?9? = a6;r. 

Ü 

2. Archimedische Spirale (Fig. 59 b). Ihre Gleichung ist in 
Polarkoordinaten r = aq), 

Fläche des ersten Leitstrahlenumlaufs 



2Jt 



F-Lf^ä^-i^; 



~ 3 



Weitere Anwendungen werden wir später machen. 




Fig. 69. 

4. Eubatnr. Ein Kreisabschnitt, dessen Sehne 2s und 
dessen Radius r ist, dreht sich um einen zur Sehne parallelen 
Durchmesser. Wie groß ist der Kubikinhalt des entstandenen 
Körpers? (Dölp - Netto, Seite 214.) 

V=2(x({r^- x^) dx - sn (r» - s»)) 
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5. Schwerpunkt der Ereissektorfläche. Radius a, Zentri- 
winkel 2 a. Erstens liegt der Schwerpunkt in der Winkel- 
symmetralen. Unterteilen wir den Sektor in lauter kleine 
Sektoren, die wir als Dreieckchen auffassen können, so liegen 

2 

deren Schwerpunkte auf einem Kreishogen vom Radius -g-^- 
Nach § 26 unt. folgt, daß der Abstand des gesuchten Schwer- 

2 siu oc 

punktes vom Mittelpunkte = -^a 

Für die HalbJcreis fläche ist dieser Abstand = -^ 

6. Guldins Regel. 1. Ein schiefwinkliges Dreieck rotiert 
um seine Seite a; wie groß ist das Volumen des entstandenen 
Rotationskörpers ? 

2. Kugel. Radius B. 

a) Fläche. Länge des Meridians l = jtE. Abstand des 

222 
Schwerpunktes von der Achse r = — 

0=27t' — 'nR = 4t7tE'. 

7t 

b) Volumen. F= -^ - f = 

^ 2 3 TT 

3. Widst, beschrieben von einer Kugel vom Radius a, deren 

Mittelpunkt sich im Abstände b von der Achse befindet. 

a) Fläche. l = 27ca, f=^b 

b) Volumen. F = Tca^y f = h 

F= 2n^a^}). 

7. Trägheitsmoment. 1. Kreisring von den Radien B^ 
und 1?2- ^s Flächenelemente betrachten wir konzentrische 
Kreisringe der Dicke z/r. 

G^^ \2^r'dr = f W - B,') =» f (J2,H B,'). 
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II. Differentialquotient und Integral. 



M 



2. Kreiszylindrische Bohre, C = ^ (^^ + ^2^) (Schwungrad.) 

3. Kugd, (Fig. 60.) Wir denken uns die Kugel in kleine 

Scheibchen zerlegt, die wir als Zylinder auffassen. 

R 

Ä=B=C=2^f'^dh 

u 

R 



U 



Wie groß ist der Trägheitsradius der Kugel? 




Fig. 60. 



§ 30. Weitere physikalische Anwendungen. Arbeits- 
diagramm. (Fig. 61.) Die Wege s werden als Abszissen, die 
den einzelnen Bahnpunkten entsprechenden, in die Richtung 
der Bahn fallenden Kraftkoniponenten als Ordinaten aufgetragen. 
Dann ist die Fläche , 



f-ß 



ds. 



Nun ist aber, wenn wir die Kraft p auf dem Wegstückchen 
^s als unverändert ansehen, p - /Js die auf diesem Wege ge- 
leistete Arbeit. Die auf dem ganzen Wege s — Sq geleistete 
Arbeit ist demnach Sp • Js mit einem Fehler, der im Grenz- 
falle verschwindet. Also 
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Arbeit =A=lpds^ Fläche des Arbeit sdiagramm. 

«0 

Das Arbeitsdiagramm findet sehr wichtige Anwendung in den 
Kraftm aschinendiagrammen. 

Für elastische Kräfte ist p = Cs, wo C eine Proportionalitäts- 
konstante bezeichnet. Das Arbeitsdiagramm ist eine durch 
den Ursprung gehende Gerade. Wäre s^ = 0, so ist die auf 
dem Wege 5 geleistete Arbeit 



-/ 



9 

Cs' 



Ä= I Csds = 





Dies ergibt sich auch sofort aus dem Diagramm 

/. ps Cs* 

T "ö" 



2 2 

Dieser Ausdruck stellt zugleich die durch die elastische 
Verschiebung aufgespeicherte Spannungs- oder potentielle 
Energie dar. 

Kehren wir zur Gleichung zurück 



9 

=Jpds, 



p = Masse x Bahnbeschleunigung = m -tt • 

Bezeichnen wir die der Zeit Jt entsprechende Ge- 
schwindigkeitsänderung mit jdVy so können wir angenähert 
schreiben 

p ' Js = m— TT ^s. 

As 

Setzen wir — = t;, so ergibt sich 

p • As = mv • Av 
2Jp • jds = Z!mv • Av = mUv • Av. 
Diese Beziehungen gelten erst genau, wenn wir zu immer 
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kleineren Zeitänderungen übergehen, diese also gegen Null ab- 
nehmen lassen. Wir erhalten 



A = fpds==^ I mvdv = m j vdv = m y 



»0 



wo die Grenzen Vq und Sq bzw. v und s einander entsprechen. 

Der Ausdruck —mv^ führt den Namen kinetische Energie, 

Die Änderung der kinetischen Energie ist gleich der Arbeit 
der KJraft. 

Das Integral 






dt 



MVq. 



führt den Namen Zeiteffekt der Kraft. Nun ist 

t t V 

I pdt =^ j m -^j dt == m 1 dv = mv — 

Das Produkt mv heißt Bewegungsgröße. Der Zeiteffekt einer 
Kraft ist gleich der Änderung der Bewegungsgröße. 
Ist die Kraft p = konst. = k, so ist der Zeiteffekt 

t 

k \ dt ^k{t — t^ = Kraft x Wirkungsdauer. 

Anwendung des Zeiteffekts bei der Momentan- oder Stoßkraft. 
Potential. Welche Arbeit wird von einem Abstoßungs- 
zentrum geleistet, um eine in seinem Felde befindliche Menge 1 
von der Entfernung r^ in die r^ zu bringen? Die Kraft wirkt 

Q 

nach dem Gesetze p = 



r. 



Dieselbe Arbeit müssen wir leisten, um der Abstoßung 
entgegen die Menge von r^ nach r^ zu verschieben. 
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Für lim r« = cx) wird ^ = — = F, . 
Den Ausdruck V^ = — , allgemein 

r ' 

nennen wir das Potential an der betreffenden Stelle des Kraft- 
feldes. Es ist die Arbeit, die wir leisten müssen, um die 
Menge ' 1 aus dem Unendlichen in die Entfernung r vom Ab- 
fitoßungszentrum zu bringen. Die Arbeit, die bei Yerschiebimg 
der Menge 1 zwischen zwei Punkten des Feldes resultiert, ist 
gleich der Potentialdifferenz zwischen diesen Orten. Diese 
Arbeit ist unabhängig vom Wege. 

Ist ein Attraktionszentrum vorhanden, so wird die Arbeit 

dieselbe Größe beibehalten, doch ein entgegengesetztes Vorzeichen 

C 

bekommen. Das Potential ist F= 

r 

Den geometrischen Ort der Feldpunkte gleichen Potentials 
nennen wir eine Nivecmfläche. . 

Diese ist hier eine Kugel- 
fläche. 
PotentialgefSlle. (Fig. 62.) 

r 

dr ~ r» ~ ^- Fig. 62. 

Laut Figur ist Jr = Js • cos a, folglich p = — lim — = 

,. JV dV 1 

= — lim — = — -j— • 

ds cos a as cos a 

dV 

— j = ü cos a, 

ds -^ 

Der negative Differentialquotient des Potentials nach einer 
Richtung, das Potentialgefälle, gibt die nach dieser Richtung 
wirkende Kraftkomponente an. 

Für eine Verschiebung in der Niveaufläche ändert sich 

das Potential nicht, also v- = 0, daher auch p cos a = oder 

p steht zur Niveaufläche senkrecht. 

Tesaf, DifFerential- u. Integralrechnung. 6 
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Potentielle Energie oder Arbeitswert. Welche Arbeit 
müssen wir leisten, um einen elektrischen Leiter mittels der 
Elektrizitätsmenge E auf das Potential V zu laden? War 
der Leiter bereits zum Potential v geladen, so wird eine Yer- 
mehrung der Elektrizitätsmenge um ^e der Arbeit 

zJÄ = V ' jde 

nahezu entsprechen. Der gesamte Arbeitswert ist mithin 

Z^A = UV' Je 

mit einem Fehler, der in der Grenze Null wird. Oder e&^'ist 

E 

Ä = I vde. 



Nun ist 

e 

wo C die Kapazität des Leiters bedeutet, 

. . e -, FJ VE 

Ä= I ^ de = -7^ = 



-/ 



C '^ 2C 2 



Dieser Wert gibt gleichzeitig den Arbeitswert oder die poten- 
tielle Energie des geladenen Leiters an. 

Über Versinnbildlichung des Potentials im Diagramm ver- 
gleiche Fig. 45. 

Wechselstrom. Nach dem Faradayschen Gesetze ist die 

in einer Leiterschleife induzierte elektromotorische Kraft gleich 

der Anderungsgeschwindigkeit der Zahl der durchsetzenden 

Kraftlinien^). 

e = _ ^^ mg. P. E. [CGS] = - 10-« ^^ Volt. 

Da wir bei einer Verringerung der Kraftlinienzahl die dadurch 
entstehende PotentialdiflFerenz als positiv bezeichnen, welche, in 
der Richtung der Kraftlinien gesehen, einen im Uhrzeiger- 



1) ,,Kraft- Richtung und Stärke des Feldes an irgend einem Orte 
werden gegeben durch Richtung und Dichte der Kraftlinien; unter Dichte 
deren Anzahl auf die senkrecht zu der Richtung gelegte Flächeneinheit, 
verstanden." (Kohlrausch, Lehrbuch der prakt. Physik.) 
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bewegungssinne fließenden Strom hervorrnft^ müssen wir das 
negative Vorzeichen schreiben. 

Für eine im homogenen Magnetfelde gedrehte Leiter- 
schleife ist die Anzahl der durchsetzenden Kraftlinien zur Zeit t 

m 

Z = Zq cos 9 . 

(p ist der Winkel, den die Schleife mit einer zum Kraftlinien- 
fluß senkrechten Ebene einschließt; Zq die Anzahl der die 
Scheibe senkrecht durchsetzenden Bj-aftlinien, wenn (p = bzw. 

auch ^ = ist. 

dZ rw dw 

Bei gleichförmiger Drehung ist tp = (ot. Daraus folgt 

e = ZqO) sin (ot, 

für 9 = ß}< =— wird e ein Maximum. Wir bezeichnen diesen 

größten Wert mit E. 

e = E sin oj^. 

Wählten wir als Anfangslage eine Ebene parallel zum Kraft- 
linienfluß, so hätte sich ergeben e ^- E cos cat. 

Versinnbildlichen wir uns diese „Augenblickswerte" von e 
und Z in einer Figur (Fig. 63). Wir sehen, daß e = ist 




Fig. 63. 

für Z = Maximum oder Minimum. Es ist dies einleuchtend, 
weil in der Umgebung des Extrems eine Änderung der Ordi- 
nate nicht stattfindet (horizontale Tangente). Daher ist dort 

vr = 0. Umgekehrt, ist e ein Extrem, so ist Z= 0, weil in 

6* 
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diesen Punkten die Tangente an die Z- Kurve den größten 

(A 7 \ 

= ^ = 6 j besitzt. 

Wie die elektromotorische Kraft ändert sich auch die 
Stromstärke von Augenblick zu Augenblick. Wir haben es 
mit einem „Wechselstrom^^ zu tun. Wird dieser durch einen 
jetzt beliebigen Leiterkreis geschickt, so erfahren die ver- 
schiedenen Gleichstromgesetze eine Umwandlung. Wir wollen 
uns nur mit dem Ohmschen Gesetze beschäftigen. Zur Zeit t 
liege der Leiter vom Widerstände w Ohm an der elektro- 
motorischen Kjraft e Volt und werde von i Amp. durchflössen. 
Durch die stete Änderung des durch den Strom hervorgerufenen 

Magnetfeldes wird eine elektromotorische Kraft — 10"^ ^ Volt 

induziert. Beim Anwachsen des Stromes ist sie nach dem 
Lenzschen Gesetze zu überwinden, beim Abnehmen wird sie 

sich zu der der Stromquelle addieren. Nun ist -^ proportional 

di 
der Stromänderungsgeschwindigkeit ^, und zwar wird die Pro- 
portionalitätskonstante abhängen: 1) von der Beschaffenheit 
des Leiters und 2) von jenen Umständen, die das magnetische 
Feld beeinflussen, wie z. B. in der Nähe befindliches Eisen. 

Wir schreiben 10"® ~di ^ ^ 'dt ^^^ nennen (die Konstante) L 

den SdhsünduMionshoeffizienieii. Wenn i mit wachsender Zeit 

di 
zunimmt, also 37 > 0, so wirkt die induzierte elektromotorische 

Kraft der augenblicklichen elektromotorischen Kraft e entgegen; 

di 
wenn i mit der Zeit abnimmt, 37 < 0, unterstützt sie e. Wir 

haben daher zu schreiben 

I T ^* 

e^iw + Lj-^^ 

Diese Gleichung tritt an Stelle des Ohmschen Gesetzes. 

Wir haben dabei stillschweigend vorausgesetzt, daß im Leiter- 
kreis kein Kondensator (keine Kapazität) vorhanden sei. Letztere 
würde die Gleichung komplizieren. 
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§ 31. Nach § 13 Ende ist der Bichtungskoeffizient der 
Tangente in einem Kurvenpunkte 

tg9, = liing = f| = y'. (22) 

y' = 3^ fuhrt auch den Namen erste Derivierte oder Ableitung 

von y. Wächst y' (seinem algebraischen Werte nach) mit x, 
so ist die Kurve nach oben konkav^ nimmt y mit wachsendem 
X algebraisch ab, nach oben konvex (Fig. 64, a — d). Be- 
sitzt i/ in einem Punkte der Kurve einen extremen, also größten 
oder kleinsten Wert, so hat die Kurve an dieser Stelle einen 
Wende- oder Inflexionspunkt Sie wendet sich von einer Seite 
der Tangente auf die andere (Fig. 65, a — d). 

Früher haben wir Wendepunkte mit horizontalen Tangenten 
kennen gelernt. 

Für einen extremen Wert der Funktion (y) wird im all- 
gemeinen y' = sein (Fig. 66, a und 6). Das Zeichen von y 
ist vor und hinter dem Extrem verschieden. Doch kann die 
Ordinate zuweilen ein Extrem infolge ünstetigkeit des Diflfe- 
rentialquotienten y besitzen, vorausgesetzt, dieser ändert das 
Zeichen beim Durchgang der Tangente durch diesen Punkt 
(Fig. 66, c und d). In Fig. 66, d wird y für Punkt J. ± oo, 
ist also für diesen Ort eigentlich nicht definiert. 

Für die Gerade ist y'==konst., d. h. den konstanten Zu- 
wüchsen ^x entsprechen konstante Zuwüchse ^y, 

§ 32. Wir wollen nun eine durch eine einfache Gleichung 
definierte Kurve studieren: 

y = 2a?*— 6x — S 

y'^6(x^-l):==6{x+l){x-l); 

för {ylZ + [] ^^d {y; = -7l ^^^^ 2/'=0. (Extrem.) 




•i-t 






•pH 



§ 32. Diskussion der Kurve: y 



2a;» — 6a; — 3. 
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^1^ 




f<$ 




^ 



PL4 



X 

y 

X 

y 



Um das Zeichen zu untersuchen^ 
welches y vor und hinter diesen 
Stellen annimmt^ legen wir eine 
kleine Tabelle an; a bedeutet in 
derselben eine beliebige kleine Zahl. 

(-l-a) -1 (-1+a) 
+ - 

(1-a) 1 (1+a) 

- - + 

Dieser Zeichenwechsel beim Durch- 
gange durch die Nullstellen belehrt 
uns, daß wir es wirklich mit einem 
Extrem und nicht etwa mit einem 
Wendepunkt mit horizontaler Tan- 
gente zu tun haben. Dem ersten 
Wert entspricht ein Maximum, dem 
zweiten ein Minimum. Einerseits 
ergibt sich dies durch Vergleich 
der Ordinaten j/^ = + 1 , ^2 = ~~ ^? 
andererseits sehen wir, daß im 
ersten Fall y von positiven Werten 
zu negativen übergeht, beim zwei- 
ten von negativen zu positiven. 

Die Schnittpunkte mit den Achsen 
sind: 

1. a; = 0, y = — 3, «/' = — 6. 

XJbrigens gehört zu diesem Punkte 
eine Wendetangente, y ist für den- 
selben ein Minimum. Wir sehen 
dies aus folgender kleiner Tabelle: 
X — a + « 

y -6(1-«») -6 -6(1-«»), 

wo zu beachten ist, daß 

- 6 <- 6 (!-««); 
denn (1 — «*) ist ein. echter Bruch. 
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2. y = führt auf eine Gleichung 3. Grades nach x. 
Doch genügen uns beiläufige Werte. Eine solche Gleichung 
kann — wie leicht aus den Sätzen über Wurzelfaktoren folgt 
— nur eine oder drei reelle Wurzeln haben. Femer wissen 
wir — aus der Lehre von den Gleichungen — daß das 
Gleichungspolynom beim Durchgange durch Null im all- 
gemeinen sein Zeichen wechselt. Wir stellen uns entsprechende 
Werte zusammen: 

X — oo steigt — 2 — 1 1 2 steigt oo 

y — oo steigt — 7 +1 — 3 — 7 +1 steigt oo . 

Wurzel Wurzel Wurzel 

Für a; = + oo erhalten wir die beiden großen Ausdrücke 
in yi 2fl?^ und — 6a;. Um uns zu orientieren, schreiben wir 
2x {si? — 3) — 3. Für a? = + oder — oo wird a;^— 3 > 0, indes 
2 0? ^ , daher auch 2x{p[? — 3) = ± oo. Da die 3 gegen den 
unendlich großen Ausdruck vernachlässigt werden muß, so ergibt 
sich 3^ = ± oo. 

Die Kurve schneidet die [a:- Achse dreimal: zwischen den 
Abszissen — 2 und —1,-1 und 0, 1 und 2. 

Würden wir x weiter unterteilen, so könnten wir die Grenzen, 
innerhalb welcher der Schnitt stattfindet, enger ziehen. Beispiels- 
weise wird für , 

_ A Jl 

^ 4 Y 

21 1^ 

^ 32 T" 

Der zweite Schnittpunkt liegt also zwischen den Abszissen - 



2 



und -\ usw. 

4 



y wird in den unendlich fernen Punkten selbst unendlich 
groß; d. h. der Winkel der Tangente mit der Abszissenachse 
nähert sich bei größerem bzw. kleinerem x immermehr einem 
Rechten. 

Wir zeichnen nun die Kurve (Fig. 67). Als Längeneinheit 
ist sowohl für die Abszissen als die Ordinaten die gleiche zu- 
grunde gelegt. 
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Von a? = — oo bis x == — 1 wächst y, die Kurve zeigt 
ihre konvexe Seite nach oben. Von x ^ — 1 bis a? = + l 




Fig. 67. 



fällt y, von a; = — 1 bis x = ist die Kurve konvex, von 
ic = bis a: = + 1 konkav nach oben. Von x = 1 bis o; = + cx) 
steigt y, die Kurve ist nach oben konkav. 
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§ 33. Tangente nnd Normale. Die Gleichung der 
in dem Knrvenpunkt { } gezogenen Tangente lautet, wenn wir 
ihre laufenden Koordinaten mit | und rj bezeichnen: 

v-y = y{^-^)' (23) 

Gleichung der Normalen: 

'?-y = -f (1-^)- (24) 

Es kann die Tangentengleichung auch erhalten werden als 
die Gleichung einer durch zwei unendlich nahe benachbarte, auf- 
einanderfolgende Kurvenpunkte gehenden Geraden. Die Koordi- 
naten zweier Nachbarpunkte seien | und IT.. Die durch 

^ [y [y + dy 

sie gehende Gerade hat die Gleichung 

n — y ^ 1^-^ 

Jy Ax 

ri — y ^Jy 
I — X Jx ' 

was in der Grenzlage wird (unendlich nahe benachbarte Punkte) 

I — X dx ^ ' 

§ 34. Anwendungen. 1. Kr eis , a;^ + y^ == r^. Wir 
brauchen keineswegs y zu berechnen^). Wir betrachten die 
einzelnen Posten als Funktionen von x und bestimmen deren 

Differentialquotienten nach x. Wir erhalten so2a:^ — |-2j/^-==«0, 
weil r^ konstant ist. Da ^ = 1, so folgt 

X 



y 



y 



1) Aus 

ä;» + y « = r* (1) 

folgt 

y=^±Vr^-x^ (2) 

In (2) ist y nur durch x und konstante Größen ausgedrückt. Wir sagen 

y ist als explicite oder entwickelte Funktion von x gegeben. In (1) ist y 
implicit oder unentwickelt als Funktion von x dargestellt. 



Tangente: 

dies führt auf 
2. Ellipse. 
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v-y--jii-^)y 



2 



Tangente: 



dies führt auf 



xl + yn^^ ^ 



— -L ^*. — 1 
a* "*" h^ ~ ^ 

^« -r ^8 y ^ 
' = _ £^* . 

^ _l_ O _ 1 
^« i" 1.« J" 



Was folgt hieraus für a =« 6? 

3. Hyperbel, 

^_ll _ 1 
a* 6« ^• 

Tangente: 

4. Parabel. 

y^ = 2j9ic 

Tangente: 

ly — y = |-(g — rr) oder j/i?=p(a; + |) 

5. Allgemeine Kreisgleichung. 

{x-py + {y-qf=^r\ 
Wir führen die Hilfsvariabeln ein: u = x — p, v = y — q. 

u^ + v^ = r^ 

du , dv r, 

u j — V V -r- = y^ 

dx dx 

du d{x — p) dx dp ^ ^ ^ 

dx dx dx dx 

dv_ ^ d{y — q) ^ ^ ^ ' 
dx dx dx ^ ' 



92 



m. UnterBuchung von Kurven. 



X — p 



Es folgt 

{x-p) + {y-q)'^-=0 und y ^^ 

Tangente: 

6. Gleichseitige Hyperbel, bezogen auf die Asymptoten als 
Achsen. 



xy ^ a 






y 



a 

X 



X 



Der 



Wir hätten hierzu auch folgendermaßen gelangen können. 
Differentialquotient des Produktes xy ist gleich 

^(^y) _ jjjjj ^ (?j/) _ jjjjj {x + d x)(y + Jy)-xy 
dx ^x Jx 

Da xy = konst. = a ist, so erhalten wir 

■ 

= xy+y .:. t/'=— J. 
Tangente: 

V — y= — ~{^ — x) o^er rix + ^y^2a. 

X 

§ 35. BerflhningsgröBen. Wir unterscheiden vier 
Berührungsgrößen. Die Tangente und die Normale ist das 




vom Kurvenpunkt bis zur a;- Achse reichende Stück dieser 
Geraden. Sie sind wesentlich positiv. Ihre Projektion ist die 
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Subtangente und Subnc/rmdle. Diese sind gerichtete Strecken. 
In Fig. 68 sind sie in positiver Richtung eingezeichnet. Wir be- 
zeichnen die Tangente mit t, die Normale mit n, die Sub- 
tangente und Subnormale als Projektion mit t' und n. 



Aus A ÄÄiT . 


. t —y- ctg« — -^, 


(25 a) 


„ A A^NA .' 


. n—y-\%a — yy. 


(25 b) 



Hieraus ergibt sich t'n==-y^, was nach einem elementaren 
Satze selbstredend ist. 

t = Vf'+t'' = J VT+iß (25 c) 

n^yyr+y^K (25 d) 



§ 36. Anwendungen. 1. Für welche Kurve hat die 
Subnormale konstante Länge? 

yy" == y ^ = konst. sei =p. 

Um diese „Differentialgleichung^* — so genannt, weil sie 
Differentialquotienten enthält, — in eine mit endlichen Größen 
überzuführen, machen wir folgende Überlegung: Es ist prinzi- 
piell möglich, diese Gleichung zu schreiben 

dz 

dx = P- 

Daraus folgt nach § 20 



Z X 

\=^ \ dz ^ j p dXj 



z — z, 

WO die Grenzen \^' ^ einander entsprechen. Ein Vergleich 

mit der ursprünglichen Gleichung lehrt, daß wir ebensogut 
schreiben können: 

y X 



J ydy=Jpdx. 



Vi ^1 

Und wenn wir das Koordinatensystem entsprechend wählen: 
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jydy^jpdx 

u u 

y' 



2 



=-px 



tf X 

j ydy = jpdx. 



z wäre demnach in unserem Falle == - • 

Die ganze hier dargelegte Operation heißt Integration der 
Differentialgleichung zwischen bestimmten Grenzen. Der gewöhn- 
liche Gang ist: 

b. y dy =^ pdx 

V 

c. 

Der gesuchte geometrische Ort ist also eine Parabel. Für 
diese ist die Subnormale in jedem Punkte gleich dem Halb- 
parameter p, 

• 2. Man bestimme die Berührungsgi'ößen für den Ereis^ 
die Ellipse, Hyperbel und Parabel. 

§ 37. Krümmung. Wir legen uns die Frage nach der 

Bedeutung des zweiten Differentialquotienten -r^ = y" bei einer 

Kurve vor. Er hängt mit dem Begriffe der Krümmung zu- 
sammen, wie wir alsbald zeigen wollen. Wir brauchen hierbei 
die landläufige Auffassung dieses Begriffes nicht zu verlassen. 
Wir errichten in den Nachbarpunkten Q und It eines beliebigen 
Punktes P die Tangenten (Fig. 69). Je größer der Winkel 
ist, welchen diese einschließen, desto gekrümmter ist die Kurve 
in P. Umsomehr werden sich aber auch die Richtungs- 
koeffizienten dieser Tangenten unterscheiden. Wir können 
deren Differenz als ein Maß für die Größe der Krümmung 
heranziehen. Sie ist: 

Je näher die Punkte Q und U aneinander rücken, desto genauer 



§ 37. Ej'ämmxmg. 
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wird die Krümmung in der Umgebung von P charakterisiert^ 
desto kleiner wird aber auch Ay , Wir bilden daher in Ana- 
logie mit Früherem das Verhältnis -^, Die Grenze, welcher 

sich mit gegen Null abnehmendem Nenner und Zähler der 
Quotient nähert, gibt uns Aufschluß über die Größe der 




Fig. 69. 

Krümmung in P. Diese Grenze ist aber nichts anderes als 

-^ = ^-^ = y" (vgl. § 16). Beim Grenzübergang nähern sich 

auch die Punkte Q, P, R immer mehr und mehr: sie werden. 
unendlich nahe benachbart. 

Da für eine nach oben konkave Kurve y^ > y' , so ist 

auch für eine solche ^y und -^ bzw. y">0. 

Für eine nach oben konvexe Kurve ist y' < 0. 
Für den Wendepunkt ist y" = 0. Dies gibt uns eine 
Methode in die Hand, die Wendepunkte aufzusuchen. 

Zur schärferen Fixierung des Krümmungsbegriflfes benützen 

wir den jjKrümmungsJcreis'^. Es ist dies jener Kreis, welcher 

ix 
der Kurve geht und in diesem gleiches 

y und y mit der Kurve hat. Er wird daher in j eine ge- 
meinsame Tangente mit der Kurve haben, sich aber enger an- 
schmiegen, da er mit jener auch noch im zweiten Differential- 
quotienten übereinstimmt. Der Mittelpunkt des Kreises heißt 
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Krümmungsmittelpunkt. Seine Koordinaten seien p und q. 
Der Radius ist der Krümmungsradius (q). Der reziproke 

Wert desselben x =« — wird als Maß für die Krümmung im 

Punkte I definiert. 

Bestimmung der Ele^nente p, q, q. Der Krümmungskreis 
hätte die Gleichung 

a -pT + iv- if = 9', (a) 

ix 
geht^ so folgt daraus 

(x-py+{y-qy^Q\ («) 

Suchen wir in (a) den Differentialquotienten jedes Postens nach 5, 
d. h. differentiieren wir die Gleichung (a) nach |, so gelangen 
wir zu 

(§ -P) + (v-i)v = 0, (b) 

für den Punkt % = x, rj ^ y ist auch rj' = ^', 

Neuerliche Differentiation von (b) nach § liefert (wenn wir 
uns des Differentialquotienten eines Produktes — § 34, 6 — 
erinnern) 

i + in-aVi^ + v- ,, 

oder 

l + iv-i)v" + v'' = 0, (c) 

für { wird (c) zu 

i + (y-q)if" + y''=o, (r) 



^n , „' <*(i — 3) .„ 



Aus (ß) und (26) ergibt sich 



i = -^-+ y.- (26) 



p^x-t^^. (27) 



Hieraus, sowie aus (26) und (a) folgt endlich 



'2\8 



, _ y'(i + y')' , (1 + y'y _ (i + y" ) 

(» - y". -i- y". - y". 

«. - ä^* (28) 
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Wir wählen das positive Zeichen der Wurzel, so daß das 
Vorzeichen von q mit dem von y' übereinstimmt. Entsprechend 
den obigen Darlegungen ist (> ^ 0, je nachdem die Kurve nach 
oben konkav oder konvex ist. Für einen Wendepunkt (y" = 0) 
ist Q = cx>, d. h. der Krümmungskreis wird ziir Tangente. 

Da die Normale n == y |/l + y^, so können wir schreiben : 

P = j^- (28a) 

Die Krümmung ist 

^ - y i -yy 

Q (i+2/'r ^' 

Weil sich der Krümmungskreis eng an die Kurve an- 
schmiegt, müssen sich in seinem Mittelpunkte die Normalen 
in zwei unendlich nahe benachbarten Punkten schneiden, d. h. 
wir können diesen als die Grenzlage definieren, welcher der 
Schnittpunkt der Normalen in zwei Punkten der Kurve zu- 
strebt, wenn sich diese Punkte immermehr nähern. In der 

Tat lassen sich auch aus dieser Definition die Elemente j), 

ix 
hat die Gleichung 

Sie ist identisch mit der oben gefundenen Gleichung (/3). 
jP und q sind die laufenden Koordinaten. 

Normale in iJ I , . : 

[y + ^y 

(x+^x — p) + (y+^dy) (y + ^dy—q) = 0. 

Beide Gleichungen subtrahiert geben: 

^x + (y- q) ^y + yJy -\- Ay^y = 0. 

Dividiert durch ^x und zur Grenze übergegangen: 

Es ist dies die Gleichung y. Die weitere Rechnung findet 
wie oben statt. 

Bezeichnen wir das zwischen P und jR liegende Kurven- 

Tesaf, Differential- n. Integralrechnung. 7 
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stück mit z/5, den Winkel der Normalen in diesen Punkten 
mit /dffy so ist angenähert 

was in der Grenze genau wird 

^-^^^-li- (29) 

Der Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Kurve heißt 
Evolute der Kurve. Um zu diesem Ort zu gelangen, muß 
mittels der gegebenen Kurvengleichung und den Ausdrücken 
für p und g ((26) und (27)) durch Substitution der Koordi- 
naten X und y eine Beziehung zwischen p und q hergestellt 
werden. Jede Normale der Kurve ist Tangente an die Evo- 
lute, denn sie hat zwei unendlich nahe benachbarte Punkte 
mit letzterer gemeinsam; diese werden durch die Ghrenzlagen 
der Schnittpunkte der Normalen in Q und P, sowie der in 
P und B, bestimmt. Denken wir uns längs der Evolute einen 
Faden gelegt, so wird ein Punkt desselben bei der Abwicklung 
die Kurve beschreiben (Fig. 70). Die Länge eines Stücks der 




Fig. 70. 

Evolute ist ofiFenbar gleich der Differenz von den Längen der 
Normalen im Anfangs- und Endpunkte. (Die Evoluten bilden 
auch jene Kurven, deren Längen man zuerst bestimmen lernte.) 
Die Kurve selbst heißt eine Evolvente der Evolute. Evolvente 
heißt soviel wie Abwicklungslinie. Aus obigem folgt, daß jede 
Kurve eine Evolute besitzt, daß aber zu jeder Evolute un- 
zählig viele Evolventen gezogen werden können. Sie haben 
konstanten Abstand voneinander, sind daher Parallelkurven. 

§ 38. Anwendungen. 1. Parabel. 

y^ = 2px 
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y = — 
^ y 

,f Pf p* 



y'^ r 



Für ^ > ist y <] 0; die Kurve ist — wie bekannt — 
konvex nach oben. Für ^ < ist ^ > 0; die Kurve ist konkav 
nach oben. 

I ^ I — pi p* ' 



y' 



Für y = (Scheitel) ist q =p, 

Evolute: statt p und q schreiben wir die geläufigeren 
Koordinaten ^ und rj. 

^_ y\ ,,^ y' fc _ y' , y \ ^ yV _ 2jp«+3y> 

^i p^ ^y p«' 5 2i}"^ p^ "" 2ij 

y^ y^ 

Eliminieren wir aus beiden Werten y, so folgt 



^V = 



8l>'(| — P)' 



27 

oder 

Die durch diese Gleichung bestimmte Kurve führt den Namen 
die Neilsche Parabel. Diskussion: 

8 O /fc ^\2 ßl 



2,V=^-3(|-i>)*(|-0) 
und mittels der Knryengleicliaiig 

V*=^(t-i')- 

Achsendurchschnittspunkte: |=i>, "»y = 0, '»2'=0, d. h. die 
Abszissenachse berührt die Kurve in diesem Punkte. Für i<p 
existiert kein ri — (imaginäres ri). Daher schneidet die Kurve 

die 1^- Achse nicht. In 1 ~^ muß sie eine Spitze haben; was 

7* 
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schon daraus resultiert, daß die Evolute wie die Parabel be- 
züglich der a;- Achse symmetrisch sein muß. Durch einen Punkt 
links von der Evolute köimen wir an sie nur eine Tangente 
ziehen, also auch nur eine Normale auf die Parabel fallen; 
durch einen Punkt rechts drei. Von der Evolute aus selbst 




Fig. 71. 

zwei zusammenfallende und noch eine. Die Evolute trennt 
die Gebiete der Punkte, von welchen wir drei Normale auf 
die Parabel fällen können, von jenen, von welchen wir nur 
eine errichten können. 
2. Ellipse. 

yya^ + ^6* = . * . y = — 



y"ya» + y V + 6^ = .-. /'=- 






ya* 



a'y* 



(y«a* + a;«5*)* 



4 7.4 



a*6 



Da a^y^ + h^x^ = V (a* — e^x^) = Va^ (a^ — a^x^), wo e die line- 



§ 38. Anwendnngeii. 
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e 



are, £ = — die numerische Exzentrizität bezeichnet, so wird 



a 



9\ = 



(«« — «•««)* 



ah 



a= 



Für die Scheitel ergibt sich 
Evolute : 

1== 



ly^ 



2/»e« 



ic'e^ 



|4 ? 



a' 



«» 
t 



Da — 5- + ?*^ = 1» so erhalten wir 
a^ 0^ ' 

Diskussion: Achsenschnittpunkte: 1. | = 0, '»? = ± -x^ ent- 

— — M = + _. 2. 7^ = 0, 




Fig. 72. 



I == + — entsprechend ± (« — (>«) = ± - • In diesen Punkten 



e' 
entsprecüend ± (^a — (>aj = ± 

sind die Koordinatenachsen Tangenten^ da sie gleichzeitig 
Normale auf die Ellipse sind. Die Abszissen aller Punkte 



müssen absolut kleiner als 



a 



die Ordinaten absolut kleiner 



als -r- sein. Die Kurve ist wie die Ellipse bezüglich der x- 
und «/-Achse symmetrisch (Fig. 72). 
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3. Hyperbd. Analog wie bei der Ellipse. 

{6*x* — a*)^ 



Evolute: 



ah 






&f- &)*= 1 (%• 'ä>- 




Ffg. 73. 
Für alle Kegelschnittslinien ist, wenn p den Halbparameter 



bedeutet, y" = — 3 . 



Demnach | ^ | = 



n' 



y y 



p' 



§ 39. Weitere Beispiele ftber Kurven. 1. Man 

untersuche den Verlauf der Kurve: y =^2x^ — Sx^ — 1. 
(Tannery.) (Tangente, Wendepunkte, Extreme, Krümmungs- 
kreis.) 

2. Dasselbe für y = x^. 

Man bestimme auch den Flächeninhalt zwischen den Ab- 
szissen und X, 

3. Dasselbe für das Descartessche Blatt (ohne Quadratur) 

(Fig. 74). 

Gleichung: 

x^ — daxy -f- y^ = 0. 



§ 39. Weitere Beispiele über EurTen. 
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Man zeige^ daß die Asymptote den Richtungskoeffizienten 
- 1 hat. 




Fig. 74. 



4. Man suche den Flächeninhalt des zwischen | 
I gelegenen Stückes bei der 

Neilschen Parabel. (Fläche = 

5. Krümmungskreis, -mit- 
telpunkt, -radius und Evo- 
lute beim Kreis. 

6. Man stelle die Glei- 
chimg der Kreise volvente auf 
(Fig. 75). 

Auflösung: Radius des 
Kreises ist a. 

X = a cos g) + aq) sin g? Yis. 76. 

y == a sin q) — aq) cos q). 



= p und 




§ 40. Normalbeschleunlgiing. Wir wollen jetzt die 
Größe der Normalbeschleunigung festlegen, auf welche wir 
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früher ohne weitere Berechnung hingewiesen haben (Fig. 76 a). 
In der Zeit ^t gelange das Bewegliche von P nach Q, Die 
Geschwindigkeit v^ m Q besitze andere Richtung und Größe 
als die in P, d. i. v. Aus dem Geschwindigkeitsparallelogramm 
(Fig. 76b) ergibt sich die totale Geschwindigkeitsveränderung 

z/t? der Richtung und Größe nach. Wir zerlegen sie in eine 






div 



Fig. 76. 

Komponente parallel zur Tangente an die Bahn und eine 

normal zur Bahn. Die erste ist v^ cos ^(p — v, die zweite 

t? tg z/g?. Dies führt zu 

, T v. cos ^w — V 
h = li^ t -^t = 

(unter Berücksichtigung, daß lim cos z/g) = 1) 



lim 



Vj^ — V dv 



t^ — t dt ' 
der uns schon bekannten Bahnbeschleunigung; 

, = lim /^ / = lim 7 — ~ = 

(wenn q den Krümmungsradius der Bahn bezeichne) 

V ds V* 

Q tj t Q dt Q 



= lim — 



^t 



Ziehen wir von einem Punkte aus (dem Zentrum oder 
dem Pol) Vektoren, die den einzelnen Geschwindigkeitsvektoren 
gleich und parallel sind, so gibt die Verbindungslinie* ihrer 
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Endpunkte den Hodographen (Fig. 76 c). Der „darstellende 
Punkt" desselben bewegt sich gleichzeitig mit dem gegebenen 
Punkte derart, daß er sich stets im Endpunkte jenes Ge- 
schwindigkeitsvektors befindet, der dem Beweglichen gerade 

zukommt. Seine Geschwindigkeit ist v^^ = lim -jr (= ^) • 

Ein Vergleich der Fig. 76b und c zeigt, daß z/Ä = z/t?, 

d. h. die Geschwindigkeit des darstellenden Punktes ist gleich 
und parallel der Totalbeschleunigung des Beweglichen. 

Statt lim — dürfen wir nicht -r- setzen, ^v ist die geo- 



dt dt 

dv 
dt 



metrische Differenz von v^ und t;, -r: ist indessen der Grenzwert 



von -TT = r — 1> wo t?i — V = ^v die arithmetische Differenz 

z/ f <i — c ' ^ 

darstellt. 

§ 41. Das unbestimmte Integral. Wir haben schon 
früher gesehen, daß Differentiation z. B. nach x und Integration 
inverse Probleme sind. Wir wollen unsere Aufmerksamkeit 
etwas diesem Zusammenhange widmen. Es sei die Ableitung 
einer Funktion gegeben. Welches ist die Funktion selbst? 
Z. B. gegeben wäre: y = 2x, Welches ist das y? Wir wissen, 
daß in diesem Falle y = x^. Doch die Antwort ist nicht völlig 
genügend. Denn wie bereits gegen Ende von § 20 angedeutet, 
entspricht jede andere Funktion auch derselben Angabe, die 
sich von y = x^ um einen konstanten Posten unterscheidet. 
Die vollständige Antwort muß mithin lauten: y ^ x^ + C. 
C == Konstante. Die so erhaltene Funktion heißt das un- 
bestimmte Integral von y\ und wir schreiben: 



ß 



ydx = y + C sei = Y. 

Es fehlen die Grenzen beim Zeichen J . Die Konstante C 
selbst ist durch die Operation nicht bestimmt. 

Das früher von uns gelernte Integral heißt im Gegensatze 
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ein bestimmtes. Welches ist nun der Znsammenhang zwischen 
heiden Symbolen? 

Antwort: Das bestimmte Integral ist die Differenz zweier 
durchs imbestimmte Integral festgelegter Funktionswerte (y) 
von X. Wir wollen beweisen: 

Aus -j^ = 2x haben wir zu folgern gelernt: 



dx 



r 

ß 



ydx = F, 

wo die Funktion F graphisch durch eine in den Abszissen 
rCj bis X sich erstreckende Fläche veranschaulicht werden kann. 

Wir wissen, daß -5— = v . — Es ist aber auch T" = 

^ dx ^ dx 

-7— = y'. — Hieraus ist zu schließen^ daß 

CiX 

^ = ^ oder ^p^^O, d. k F-r=konst. = ^. 

dx dx dx ^ 

Um diese Konstante A zu bestimmen, überlegen wir: 

für x-= x^ ist F =0 und Y werde 1\ , 
„ x^x „ F=F „ Y ist r. 

Dies gibt F- Y^Ä = 0-Y^ oder F=-Y- Y^. In anderer 
Schreibweise: 



a 

ß 



ydx = Y--Y^. 



ist fy'dx = Y^-Y^. 



Natürlich 

Die unbestimmte Konstante C fällt bei dieser Subtraktion 
heraus. 

Für die Anwendungen der Mathematik ist nur das bestimmte 
Integral von Bedeutung. 

Rechnet man auch — etwa der Bequemlichkeit halber — mit 
dem unbestürnnten Integral, so muß man die. auftretende Konstante 
auf Grund der speziellen Bedingungen des behandelten Problems er- 
mitteln (ähnlich wie wir es bei der Konstanten Ä getan haben). 
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§ 42. In Fig. 77 ist die gleichseitige Hyperbel rcy = 1 
gezeichnet. Die Symmetrale des 
ersten Quadranten trifft diese in 
einem Punkte Äy dessen Ab- 
szisse und Ordinate = 1 ist. 
Die zwischen den Abszissen 1 
und X eingeschlossene Fläche 
der Kurve wollen wir als eine 
uns noch unbekannte Funktion 

von X mit 

= F{x) (a) 

bezeichnen. Dies gibt: 

dz dF{x) 1 / 1 ß oA\ 




Fig. 77. 



dx 



X 



iß) 



Die Funktion F{x) wollen wir nun des näheren untersuchen. 
Zuerst werden wir zeigen ^ daß F{ax) = F(x) + F{a). Zu 
diesem Zwecke suchen wir den Differentialquotienten von 

F{ax). 

F\axy) = lim F(ax + aJx)-F(ax) 



Ax 



_ y F{ax + adx) — F{ax) 

aAx 



1) Nach Tannery, a. a. 0., Seite 282. Man vergleiche auch M. J. W. 
Bradshaw, Annals of Mathematics, 1903. 

2) 2^'(öta;) ist die erste Ableitung von P(aa;); also gleich =-- 1— -^ — ^■^. 

CLX 
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Wir führen die Hilfsvariable u ^ ax ein. Wir erhalten /lu = 
= a^a? und weiter 

F\ax) = Flu) ^ a lim n^ + ^^)-^ J^) = « ^ (nach iß)) 

a 1 



ax X 

F{ax) und F{x) haben mithin denselben Differentialquotienten, 
können sieh deshalb nur um einen konstanten Addenden unter- 
scheiden. F(ax) — F(x) = konst. Um diese Konstante zu 
bestimmen, setzen wir für x den speziellen Wert = 1 ein. Es 
wird dann F{a) - F{V) = konst. Da F(l) laut Fig. 77 = 0, so 
ergibt sich die Konstante gleich F{a). Wir erhalten 

F{ax) = F{a) + F{x), (y) 

was zu beweisen war. 

Wir zeichnen jetzt eine zweite Kurve: 0=F(x). Wir 
wissen einstweilen von ihr, daß sie die Abszissenachse im 
Punkte X = 1 schneidet. Die übrigen Ordinaten erhalten wir 
als die jeweilig zu x gehörigen Flächen aus Fig. 77, welche 
wir etwa durch Einzeichnen der Kurve in ein Millimeterpapier 
oder durch Planimetrieren bestimmen können^). Aus (a) ergibt 
sich umgekehrt x als Funktion von 0. Wir schreiben (Fig. 78) 

x = jlf{z). (d) 



Speziell gilt 
Nun wäre 



1 = ^(0);. 
^i = ^K) ^i = ^(^i) 

z^=^F(x^) x^=t(^%)' 



Nach (y) ist F{x^x^ = F{x^ + -^"(^2) = ^1 + ^2 ^^^^ ^1^2 = 
= V'C^i + ^2) oder t^(;8fi) . t\){z^) = ^(^^ + z^). Es folgt 

*(^i) • ^(^2) • ^(^s) • • • = ^(^1 + ^2 + ^s H )• 

1) Eine Fläche planimetrieren heißt: ihre Größe durch ein ge- 
eignetes Instrument (Planimeter) bestimmen, bei welchem der die Maß- 
zahl liefernde Mechanismus durch Entlangfahren eines Stiftes längs des 
Flächenumfanges betätigt wird. Das Planimetrieren ist also eine Art 
„mechanischer*' Quadratur, und zwar eine von größter Bedeutung und 
von immer mehr sich steigernder Verbreitung. 
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Wird jer^ = ;8?g = iTj = •••== 1, so resxiltiert [^(1)]" = ^(n). Für 

^(1) führen wir ein neues Symbol ein. Wir schreiben 

Es gilt alsdann die Beziehung 

wobei n eine ganze positive Zahl ist. Doch ist es leicht^ 




Fig. 78. 

diesen Satz auch für ein negatives bzw. gebrochenes (also be- 
liebiges) n zu beweisen. 

Setzen wir in (y) ao? = fe, so folgt: 
Nach einem dem obigen analogen Vorgang ergibt sich ohne weiteres 






Für z^ = und jPj == w wird 

fW _ 



== .-iis = i = ^(ö - ^) 



oder 



!/;(-«) 



>— « 



W) 
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Endlich folgt aus (j) för q gleiche Faktoren x oder q gleiche 
Summanden F(x): 

F{3fl) = qF{x). (y") 

Wäre nun ;e = -, also a; = t/; f— j oder — =* F{x)^ so ist p « 
= qF{x) = i^(aJ^), woraus folgt: ät^ = i|;(^) = e^ 

oder X = '\\j (— j = e'. (g)") 

Wir erhalten also allgemein für ein beliebiges n: 

Wenn wir n wieder durch das beliebige z ersetzen: 

^{ß)-€*, (fc) 

x^^, (x) 

Für x^O ist z = -(x>, für x = oo ist ^ = cx) (Fig. 78). 
e können wir annähernd aus dieser Figur als die zur Ordi- 
nate 1 gehörige Abszisse entnehmen. Es ist e= 2,71828 ... 
Logarithmieren wir beide Seiten von (x) zur Basis e, 
welchen Logarithmus man den natürlichen nennt und mit 
log nat oder kurz mit l bezeichnet, so wird 

z = 1 ' X, {k) 

Die Funktion F ist eine logarithmische (man vergleiche die 
Gleichungen {y))'^ die Funktion ^ eine Exponentialfunktion. 

Durch Vergleichung von (/3) und (>L) finden sich die 
wichtigen Beziehungen: 

X X 

f~=fdlx = l-x-l.x,=^l.^. (30) 

Xq Xq 

Zusatz 1. In welchem Zusammenhange steht das natürliche 

Logarithmensystem mit dem gemeinen oder Briggschen System? 

Es sei eine Zahl a = (^®)log x^ r , x = 10^. x wird sich 

aber als irgend welche Potenz von e schreiben lassen, etwa 

x = ^, 

10« = e*. 

Suchen wir hiervon die Logarithmen in beiden Systemen: 
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a = 6 log e 

M nennen wir den Modulus des Briggschen Systems. M = 
= 0,4343.. Wir haben also den Zusammenhang: 

bzw. 

logx^ Ml' X, (31) 

dlog X __ Mdlx _ M _ 1 1 
dx dx X Z- 10 a: 

Zusatz 2. 

07 + JX 

dl'X T l-{x-\- Jx) — l- X T X 1 

-5 — = um — ^ — ' — :r^ = lim -, = — 

dx Ax Ax X 

Wir setzen — = ^ und z/a; = — , wo w immer größere und 
größere Werte annehmeii soll. 

< = lim wZ • (l + -) = lim?- (l + -)" 



(32) 



e* = lim ( 1 H ) • 



rt = oo 



Zusatz 3. Wir wollen die Differentialquotienten der Ex- 
ponentialfunktionen 

y = €^ und y ^ a^ 
bestimmen. 

y = e^ .' . X =1 ' y 

dx 1 1 



y=a* 



(33) 



dy 


y ^ 


dy 
dx 


dx ^' 


X == 


(«)log y 


dx 
dy 


11 1 
2 a t/ l-a 


dy 


da" ^ , 



da; dx 



(34) 
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§ 43. Anwendungen. 1. BarometrisclLe Hölienniessimg. 
Ist der athmosphärische Druck, welcher in der Höhe h auf 
die horizontale Fläche von 1 cm* wirkt, gleich pgr und erheben 
wir uns, um ein kleines Stück z/Ä, so wird der Druck zu- 
nehmen um ^p = — II ' ^h gr. (Er nimmt also faktisch um 
fi ' ^h gr ab.) [i bezeichnet die Dichtigkeit, die wir in dem 
Zylinderchen von der Höhe ^h konstant voraussetzen. Der 
hierdurch begangene Fehler wird verschwinden, wenn wir 

schreiben: 

dp 



dh 



= -ft 



fi ändert sich aber mit p und h (es ist eine Funktion von p 
und h). Wir wollen es durch eine der beiden anderen Ver- 
änderlichen ausdrücken. Nach dem Boyle- Mariotteschen Ge- 
setze ist 



^ t^o 



= ^; 



p 76 . 13,6 

WO ^Iq die Luftdichte bei normalem Barometerstand und 0® 
bedeutet. [Iq = 0,001 293. Die Temperatur denken wir uns 
in der ganzen betrachteten Luftsäule konstant. Es ist 

Um diese Differentialgleichung zu integrieren, um also eine 
Beziehung zwischen p und h herzustellen, schreiben wir nach 
sogenannter „Trennung der Variablen" 

p h 

Po 

oder 

l' Pq — I'P^ Ah, 

^^ Z.^ = log^.^'^ = 2,30261og^, 

p ^ p 0,4343 ' ^ p ' 

so finden wir 

b ' 



Minm) = ^^^|^ = 184001og 



h 



Pi^ 



wo -^, das Verhältnis der Barometerstände in mm jET^f- Säule, = — 



6 
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2. Arbeit eines Gases bei isotbermer Ausdebnung^) vom 
Volumen v^ auf das Volnmen v^. Steht das Gas vom Vo- 
lumen V unter dem Drucke p, so kann eine sehr kleine Vo- 
lumszunahme ^v = F • ^h gesetzt werden, wo F die Be- 
grenzungsfläche des Gasquantums, dh deren mittlere Ver- 
schiebung bedeutet. Die geleistete Arbeit ist, wenn wir während 
der Verschiebung den Druck p konstant annehmen, 

^A=p ' F' ^h =p ' ^v 

dÄ 

dv -^ 

Nach dem Boyle- Mariotteschen Gesetze ist |)r == konst. == C, 









3. Kotierende Flüssigkeit^). Eine Flüssigkeitsmenge rotiere 
um eine vertikale Achse. Wenn sie den Gleichgewichtszustand 
erreicht hat, so verhält sie 
sich wie ein starrer Körper 
(Fig. 79). In P sei ein Flüs- 
sigkeitsteilchen der Massen/ TW, 
welches in der Oberfläche 
liege. Auf dieses wirkt die 
Schwerkraft z/m^. Eine Kom- 
ponente derselben ist senk- 
recht zur Rotationsachse als 
Zentripetalkraft abzuspalten, 
die zweite Komponente dient 
zur Überwindung der Reak- 
tionskräfte der umliegenden 
Flüssigkeitsteilchen, muß also 

senkrecht zur Oberfläche 
stehen. Schließt die Tangente 
an den Meridian in P den Winkel a mit der Vertikalen ein, 




Fig. 79. 



1) Ausdehnung bei konstanter Temperatur. 

2) Nach Perry, Höhere Analysis für Ingenieure (Leij)zig 1902j. S. 143. 

Tesa^, Differential- u. Integralrechnung. 8 
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SO ist die erste Komponente z/m • g ctg« = /dm • o^y. — 
Hierin ist o die gleichförmige Winkelgeschwindigkeit, y der 
Abstand des Punktes P von der Rotationsachse. Es folgt 

c}8y = ^ctga. (a) 

Ist X die Höhe des Teilchens über dem tiefsten Punkt der 

Oberfläche, so ist femer 

t/'=tga. (b) 

Durch Elimination von a aus (a) und (b) gelangen wir zur 
Bestimmung des funktionalen Zusammenhanges zwischen ä: und y. 

g dX 

Gry = 03- 
^ ^ dy 

y X 



j (o^ydy^jgdx 



u 



2. 



ca'y 



gx. (c) 



Aus (c) entnehmen wir, daß die Plüssigkeitsoberfläche ein Rotations- 
paraboloid bildet von der Meridiankurve y^ = -^x also dem 

Halbparameter i? = ^. Wir sehen, daß in dieser Gleichung 

nicht die Masse vorkommt, sie bleibt also auch für ein Ge- 
misch von Flüssigkeiten verschiedenen spezifischen Gewichtes 
aufrecht. Das Paraboloid bildet eine Niveaufläche oder eine 
Fläche gleichen Potentials. Denn bei einer Verschiebung eines 
Flüssigkeitsteilchens längs einer solchen Fläche wird keine 
Arbeit geleistet, da die auf jenes wirkende Kraft (Komponente 
der Schwerkraft) senkrecht zur Bewegungsrichtung ist. Die 
die Zentripetalbeschleunigung hervorrufende Komponente ist 
bei der Arbeitsbestimmung darum nicht in Rechnung zu ziehen,, 
weil sie lediglich dazu dient, das Rotieren der Flüssigkeit zu 
ermöglichen, und weil die rotierende Flüssigkeit als solche der 
Betrachtung wie ein starrer Körper zugrunde gelegt wurde. 
In der Flüssigkeit werden die Niveauflächen kongruente Gestalt 
haben; nur werden ihre Scheitel in verschiedenen Punkten der 
Rotationsachse sein. Diese Flächen werden senkrecht von den 
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Kraftlinien gesclinitten. Eine solche Linie muß in jedem 
Punkte Tangente an die druckerzeugende Komponente in P, 

d. i. —. — -, sein. Da diese Tancrente mit der positiven iP-Aclise 

den Winkel (90® + «) einschließt, so lautet der Richtungs- 
koeffizient für die Kraftlinie 

^ == - ctg« = (na<5h(a)) ^ 

y « 

/dy Cfo^dx 

rJ^^_^, (d) 

wenn für x = y == y^. Es ist dies eine logarithmische Kurve. 
Da für y = Z • = — oo, so ist die positive Abszissenachse 
Asymptote an die Kurve. 

4. Newtons Erkaltnngs-Gesetz. Besitzt ein Körper eine 
überall gleiche Temperatur und sei diese um t® höher als die 
konstant anzusehende Temperatur der Umgebung, so ist die 
Erkaltungsgeschwindigkeit, d. i., wenn t die Zeit bezeichnet, 

dt 

— -TT y nach Newton proportional dem Temperaturüberschuß r. 

Hierbei darf aber r eine gewisse Grenze (80®) nicht über- 
schreiten. Wir schreiben, mit c die Proportionalitätskonstante 

bezeichnend, 

dx 

- di = ^^• 

Wir integrieren im TemperaturintervaUe t„ bis t, entsprechend 
dem Zeitintervall t (Grenzen und t). Nach Trennung der 
Variablen folgt 



.A--/«* 



l .— =.—. et öder r = Tq^"^'. 

^0 



Um c zu bestimmen, legen wir experimentell den einer be- 
stimmten Zeit t = f^ entsprechenden Wert von t = t^ fest und 

erhalten aus Z • -- = — et 



^0 



c = 



*1 

8 



y. Maxima und Minima der Funktionen. 

§ 44. Es ist uns im Laufe der Untersuchungen zu wieder- 
holten Malen begegnet, daß eine Funktion wie y = f(x\ einen 
extremen Wert annimmt, wenn die Tangente im Schaubild 
parallel zur Abszissenachse wird, d. h. y den Wert Null be- 
kommt. Ob ein Maximum oder ein Minimum vorhanden, das 
zu entscheiden ist gewöhnlich bei einer speziellen Aufgabe 
nicht schwierig. Doch haben wir auch bereits ein analytisches 
Hilfsmittel kennen gelernt. In einem Maximum wendet die 
Kurve ihre konvexe Seite nach oben, es muß also y" < 
werden, in einem Minimum ist y' > 0. Wir wissen ferner, 
daß y beim Durchgang durch derartige Werte sein Zeichen 
ändert: Der Übergang — im Sinne des wachsenden x — von 
positiven zu negativen Werten entspricht einem Maximum, der 
entgegengesetzte einem Minimum. Wird y = 0, ohne daß der 
eine oder der andere Fall eintritt, so besitzt die Kurve eine 
zur ^- Achse parallele Wendetangente: y nimmt von + oder — 
bis Null ab bzw. zu und hierauf von Null zu + oder — wieder 
zu bzw. ab. 

Den Fall, daß die Kurve eine Spitze mit horizontaler Tan- 
gente hätte, ziehen wir nicht in Betracht. 

Auf besondere Fälle des Extrems wurde bereits im § 31 ver- 
wiesen. 

Sehr wichtig ist aber die Erkenntnis, daß die dem Extrem 
benachbarten Werte von y nahezu dieselbe Größe besitzen. 
Wenn schon in einer Figur das Anschmiegen der Kurve an 
die (horizontale) Tangente leicht erkannt werden kann, so ist 

ja ferner für diesen Punkt y = -^ = lim -^ = 0. Für nicht 
•* ^ dx Ax 



§ 45. Anwendungen. 
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zu große Zuwüchse ist mithin Jy im Vergleich zu dx sehr 
klein, bzw. Null. Ändert sich also die Abszisse um ein kleines 
(positives oder negatives) Stück, so ändert sich die Ordinate 
(fast) gar nicht. Diese Bemerkung gestattet eine einfache 
Lösung von mancher sonst komplizierten Aufgabe. Wir 
wollen hiervon in den drei ersten Beispielen Gebrauch machen. 

§ 45. Anwendungen. 1. Brechung des Lichtes^) 

(Fig. 80). Es ist zu zeigen, daß das Licht bei der Brechung 

-4i 




Fig. 80. 

von einem Punkte A (Medium 1, Geschwindigkeit c^ nach 
einem Punkte B (Medium 2, Geschwindigkeit c^ jenen Weg 
ACB zurücklegt, zu welchem es die kürzeste Zeit braucht. 
Offenbar liegt ACB in einer zur Trennungsfläche der 
Medien. senkrechten Ebene. Der benachbarte Weg ABB muß 
in der gleichen Zeit zurückgelegt werden. Wir fällen GE ±_AD, 
DF±BCj und setzen AC=AE, BF = BB, was wegen der 
Kleinheit von BG erlaubt ist. Die Zeit, die zur Zurücklegung 
des Weges EB im Medium 1 gebraucht wird, muß jener gleich 
sein, die gebraucht würde, um den Weg GF im Medium 2 
zurückzulegen. Also 

EI) __ CF . c^__ED 

1) Man vergleiche Fermats Lösung in Mach, die Mechanik (Leipzig 
(1889), 2. Aufl.). Seite 399. 
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Y. Maxima und Minima dei Funktionen. 



Und da ^ ECD = <^ a, ^ CDF^ <^ ß, so ist 

c^ sina 
Cj sinjS 

Diese Gleichung stimmt mit dem Brechungsgesetz überein. 
Sie bestätigt demnach die Richtigkeit unserer Überlegung. 

Der Weg AGB selbst ist naturgemäß kein Minimum. 

2. Eefiexion. Obwohl die Reflexion mathematisch ein 
Spezialfall der Brechung ist {ß = 180 — a, c^ = c^, sei di§ 
analoge Beziehung auch für diese bewiesen (Fig. 81). Soll die 

A 




Fig. 81. 



zur Zurücklegung des Weges ACB nötige Zeit und, weü die 
Geschwindigkeit überall dieselbe ist, auch der Weg selbst ein 
Minimum sein, so muß EC ^^^ FD bzw. sin a = sin /3 sein. 
Hieraus folgt cc = ß^ entsprechend dem bekannten Reflexions- 
gesetze. 

Der zweite Wert a = 180 — /3 gilt nicht für die Reflexion, 
sondern die geradlinige Fortpflanzung des Lichtes nach B\ 

3. Eine Patrouille inmitten eines Wiesen- und Gestrüpp- 
geländes in A soll in kürzester Zeit nach B gelangen, welcher 
Ort an der Chaussee BC gelegen ist. Die Entfernung CB = 
= 14 km, AC=1 km. Auf der Wiese ist die Marsch- 
geschwindigkeit 3,5 km pro Stunde, auf der Chaussee 7 km pro 
Stunde. Unter welchem Winkel gegen AC muß die Patrouille 
abmarschieren; in welchem Punkte D muß sie die Chaussee 
treffen; wie lange braucht sie zur Zurücklegung des ganzen 
Weges? (Fig. 82). (Nach Perry.) 
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Die auf der Wiese zurückgelegte Strecke AD muß ge- 
radlinig sein. Der in gleicher Zeit gemachte Nachbarweg sei 
AEB. Fällen wir FE _L AD, d. h. setzen wir AE = AF, 

so ist: 

ED FD 



3,5 



oder ED = 2 FD '^ 2 ED Bin a 

sin a = -^ und a = 30^. 




Das Resultat ist unabhängig von AC und BCl 

CD = ^C . tga == -^- == 4,04 km. 



Marschzeit = - + ^ 

0,0 I 



-— \- — =- = 3,73 Stunden. 

3,5 COB a ' 7 7 ' 



Man vergleiche die Aufgabe mit folgender: B C sei die Grenzfläche 
zweier Medien. Die Lichtgeschwindigkeiten in beiden verhielten 
sich wie 3,5 : 7 oder 1:2. Unter welchem Winkel muß das 
Licht einfallen, damit totale Reflexion eintritt? Ajitwort: sin 9 = ^. 
Welcher wesentliche Unterschied besteht zwischen beiden Aufgaben ? 

4. Wie müssen n galvanische Elemente geschaltet werden, 
um bei dem äußeren Widerstände w^ die größtmögliche Strom- 
stärke zu liefern? 

Hat ein Element die elektromotorische Kraft e, den 
inneren Widerstand w^ und wären a Elemente parallel und b 
solcher Reihen hintereinander geschaltet, so ist w = aft und 

die Stromstärke i = . Eliminieren wir a = -r-, so folgt: 



« ' a 



t == 



he 



^a + 



IV: &' 



n 
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Wird dieser Ausdruck ein Maximum, so wird sein reziproker 

Wert — = ir"* H — — ein Minimum. Die Bedincnincr hierfür ist: 
t be ne o o 

— *- = - *?^« 4- -?^' = 
db b^e^ ne ^ 

ic:b^ Wib 

^^' = ' = -^ • . 
^ n a 

Wir müssen also die Elemente so schalten, daß der gesamte 
innere Widerstand gleich dem äußeren wird. 

Obwohl die Art des Extrems (Maximum oder Minimum) 
aus der Aufgabe klar ist, so wird diese Überlegung doch ohne 
weiteres durch 

db^ "^ b^e 

bestätigt. Dieser Ausdruck bleibt für das berechnete (wesent- 
lich positive) h positiv, d. h. — ist ein Minimum, also i ein 
Maximum. 

5. Thomsons Satz vom wirtschaftlichen Querschnitt^). 

Dieser Satz besagt, daß der wirtschaftliche Querschnitt in einer 
Leitung zur elektrischen Kraftübertragung dann vorhanden ist, 
wenn die Kosten für jährliche Verzinsung und Amortisation 
der Leitung gleich sind dem Geldwerte der in der Leitung im 
Laufe eines Jahres nutzlos in Wärme verwandelten Energie. 
Der Widerstand der Leitung von l m Länge, q mm^ Quer- 
schnitt und der Leitfähigkeit y \^i w = — Ohm. Die Stärke 

des durchfließenden Stromes sei i Amp. Li h jährlichen Be- 
triebsstunden werden i^wh Wattstunden in Wärme verwandelt. 
Kostet eine Wattstunde am Erzeugungsorte m Mark, so 
ist der Geldwert der verloren gehenden Wärmemenge 

M. = i^whm = — Mark. 

1 yq 



1) Man vergleiche Dr. W. Lorey in der Zeitschr. f. d. phys. u. ehem. 
Unter. XVI. Seite 284, und Klein und Riecke, Über angewandte Mathe- 
matik. (Leipzig, 1900.) Seite 190—191. 
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Die Kosten für Amortisation und Verzinsung der Leitung seien 

Jifj = alqz Mark. 
Hierin bedeutet a die Kosten der Anlage pro Längen- und 

Querschnitteinheit. ^ ist j^q des Zinsfußes und der Amorti- 
sationsprozente. 

Am günstigsten wird die Anlage sein, wenn 

Jfi + ifefg = Min. V 

oder 

i^lmh , , ,,. 
\- lazq =« Min. 

q ist die Veränderliche. DifiPerentiieren wir nach q^ so wird 

i- + IcbZ = 0. 

ilf 1 = iüfg. 

Man bestimme das Vorzeichen des zweiten Diflferential- 
quotienten nach q. 

6. öleichgewiclit. Soll eine in einem Kraftfelde befind- 
liche Menge im Gleichgewichte sein, so muß die auf sie 
wirkende (resultierende) Kraft gleich Null sein. Ist V das 
Potential an dem betreffenden Orte des Feldes, s eine irgend- 
wie mögliche Verschiebung, so muß also sein 

ds 

Hieraus dürfen wir nicht ohne weiteres auf einen extremen 
Charakter von V schließen. Vor allem müssen wir auf die 

einzelnen Wege Rücksicht nehmen, deren jeder ja zu einem 

dV 
Differentialquotienten -r- führt. 

Wir hätten z. B. ein elektrisches Kraftfeld. Ein positives 
Teilchen trachtet nach Stellen niedrigeren Potentials zu ent- 
weichen. In Fig. 83 a befindet sich ein solches Teilchen im 
labilen Gleichgewichtszustand. (Die Kugel nehmen wir als 
völlig unelektrisch an.) Für mögliche Verschiebungen links 
von der Tangentialebene ist das Potential ein Minimum, für 
solche rechts von ihr ein Maximum; für Verschiebungen aber, 
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die von der linken Seite auf die rechte übergreifen, weder das 
eine noch das andere! Durch die Anwesenheit des Hindernisses 
würde die Potentialkurve (im Potential- Weg-Diagramm) einen 
Wendepunkt mit horizontaler Tangente erhalten. In Fig. 83b 
ist das Teilchen im stabilen Gleichgewicht. Bei einer mög- 
lichen Verschiebung ist das Potential stets ein Minimum. In 
der indiflferenten Gleichgewichtslage wird für einige möglichen 
Verschiebungen das Potential ein Minimum, für andere kon- 
stant sein. 



CU rn ^ b. 




'+ 



Fig. 83. 

Dieselben Betrachtungen haben auch für jedes andere 
Kraftfeld Gültigkeit. Nur müssen wir beachten, daß im Falle 
der Attraktion das Potential ein negatives Vorzeichen besitzt, 
also ein Annähern einer Menge an den anziehenden Körper 
einer Bewegung nach Stellen niedrigeren Potentiales entspricht. 
Dies gilt natürlich auch für das Kraftfeld der Erde. (Gravi- 
tation.) 

7. Die Tragkraft eines Balkens von rechteckigem Quer- 
schnitt und gegebener Länge ist bei beliebiger Einspannung 
und Belastung proportional dem Produkte aus der Breite und 
dem Quadrate der Höhe seines Querschnitts. Es soll aus 
einem Baumstamm von kreisförmigem Querschnitt (Durch- 
messer a) ein Balken möglichst großer Tragkraft geschnitten 
werden. (Nach Perry.) 

Seine Breite sei x. Die Höhe ist alsdann ]/a^ — x^. Die 

Tragkraft ist proportional mit x (]/a^ — x^) = x {a^ — x^) = 
=^ a^x — x^. Dieser Ausdruck wird ein Extrem für einen 
Wert von Xy der sich aus der Gleichung ergibt a^ — 3a;^ = 0. 
Es folgt 
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a 

8. Es soll aus dem Baumstamm (Beispiel 7) der am 
wenigsten biegsame Balken geschnitten werden. Die Durch- 
biegung ist umgekehrt proportional mit der Breite mal dem 
Kubus der Höhe. (Perry.) 

Es muß also x (Ya^ — x^) zu einem Maximum gemacht 
werden. Offenbar ist dann aber auch 

[xiy'a'^^^ff = x' (a^- x'Y 

ein Maximum, wodurch wir den Wurzelausdruck vermieden 
haben. 

Losung: x = y' 

9. Ein zylindrisches Gefäß der Höhe h und vom Halb- 
messer r soll bei gegebenem Volumen eine möglichst kleine 
Oberfläche erhalten. (Perry.) 

a) Das Gefäß ist offen. 

Volumen « F= Ttr^h] Oberfläche = = ;rr^ -f 2n;rÄ = 

' r 

j- = 2;rr— 2 ,=0 .*. r^ = ~ = r^h .*. r = A. 
ar r^ n 

b) Das Gefäß ist geschlossen. 
Lösung: 2r = h (gleichseitiger Zylinder). 

Warum muß in beiden Fällen die Lösung r = verworfen 
werden? 

10. Einem abgeflachten Rotationsellipsoid ist ein koaxialer 
Zylinder a) größten Volumens, b) größter Mantelfläche ein- 
zuschreiben. 

a) Volumen des Zyl. = F= 27cx^y ^2%^ (p^y^V^)- 

Es genügt, den Klammerausdruck, d. i. jenen Faktor, welcher 
die Variable enthält, nach y zu differentiieren. 
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&8 - 3y> = 



8 8 ^* TT- 

y'=-3-; ^=-3-; ^= 



b) Mantelfläche = ilf = 4;r a?y = 4;r , y yV — y^. 
Zur Fortschaflfung der Wurzel schreiben wir wieder: 

262y-4y» = 

Der Zylinder ist ein gleichseitiger; sein Achsenschnitt ist ein 
Quadrat. 

Wozu führt die Lösung y = 0? 

11. Das Beispiel 10. a) ist für einen Rotationskegel und 
ein koaxiales oblonges Rotationsellipsoid durchzuführen. 

12. Einem Rotationsparaboloid von gegebener Höhe h 
ist ein koaxialer Zylinder a) größter Mantelfläche, b) größter 
Oberfläche einzuschreiben. 

13. Im Wendepunkt ist y' ein Extrem; welchen Wert muß 
daher seine erste Ableitung, d. i. y', annehmen? 

(Man vergleiche §§ 37 und 44.) 



<»» 
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